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1. 

Fragmenta Theoriae aequationum lineariter 

diflferentialium. 

( Aaetore (7. /• D. HiUj matlu prof. Londae.) 



v/um aliquot calcoli compendia, qoae in bac elaboranda deteximus, in 
pablicum praeire edenda credidimns, aeqaentia jam praemoneoda pntamus. 
Olim jam seriem cfx + Ci dfx -f- c^ d^fx -!-••••-{-•••• {tagmatieam jam oobis 
dictam) accuratios pensitayimas , et ejus snmmandae regulas io hoc ipso 
diario Tom. V. pag.319 8q. descripsimns; oode facile vidisti, ipsam com- 
putatum iri, quoties coefficientes c, c^ Cj etc. aliquateous convergaot, idque 
si vel funetiones derivatae dfx, d^fx etc. minus notae (nt cum fx = Tx 
apud cel. Legenäre^y vel si hi coefficientes Tariabiles essent Cum haec 
observaYerimus, de functione quacunque X in similem seriem evolvenda 
cura nobis fuit, et praecipue primum convergentiae obtinendae causa posui- 
mus /^r=auß«'-* + fli3"'**+fl2ß"*'+.... =/(öß""), exsistentibus w^y 
Wiy tC2 etc. quantitatibos parvis, et n^, ai, Oj primum constantibus, tum vero 
variabilibus; deinde vero seriem antea descriptam casu generaliori, quo <?» 
Cij c, , .... funetiones ipsius x sunt , et fx quaecunque, perscrutati sumus, 
utque functionis eiyusyis X evolutionem consideravimus. Proecipuas buc 
pertinentes formulas, quivis jfacile reperiet.'^) 

Ab altera vero parte, cum diu frustra solutionem aequationum linea- 
riter differentialium quadraturae indeiiuitae ope instituendam perquisivimus, 
tandem persuasi fuimus, bas suo ipsanim solvendi genere donandas esse, 
ideoque ipsarum indolem accuratius perscrutandam. 

Data igitur ejusmodi aequatione lineari 

XX X 

observavimus, partim in bac tbeoria partes, qualis baec sinistra iiuy+ aidy-f-,— 



«) Haud fbraao Importone Urnen observare licet, si fx sab forma c-|-CiJ7+ 
^^ + T*^ + *-* «v^lotÄ ftierit, ita ad aequaliones c =:/a, c, :=/aw, c^^/aw\ 
c, sifatc* etc. qnanun solutionem I* c. dedimus, perventum iri. 
Crelle's Joamal t d. M. Bd. XXV. Heft 1. 1 
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est saepissime occurrere^ ut ueque calcules Dostros breyiter perfici oeqae 
tbeoremata concinne exprimi possent, nisi talem signo qaodam simpliciori 

n n 

et expressive (ex. gr. {ad)y vel ady) breviter indicaremns; partem sub- 
stilutionem y = uz, quam et plarimi Geometrae ante nos sane iostituerant^ 
siogularem evolationes legem introducere. 

n 

Posuimus igilar primaoi flu>'+öi^y + Ö2Ö^y+ •.•.+a«d"y= (ad)y, 
existente ö'-y = -j-J- et Vy sen B'y s= | 2.3... r * "* ""' **" ^'^ ®*^* ^'"**'' 

n 

tiones ipsius ar fuerint, — ut aequatio modo proposita breviter par ady=z 
X scribatar; deinde vero observavimus aliquid commodi attingi, si partim 
aequationem sub formam: 

n n 

eamque coutraclam per (iib}ys3^ vel (iid)ys= 2r seriberemus, ubi Vy 

c 

s= ö^'y (apud Arhogasf) as j-^ — ^ , , et partim si coefBcientes (varia- 

biles, si plaeet) par iio, iii, n^^.... signaremns, quo casu iiuy + ^i^y + ^2^^^ 
+ .... + ii„b'*y brevius per {n^V)y vel (n*t))y indicatar, qao facto 

{n^r>)y = X 

brevissime aequationem lioeariter differeiitialem ordiois n^ indicat. Haec 
ad Signa nostra iutelligenda sufficiant. 

Jam vero si substitutionem memoratam effeceris (vel in dissertalione 

ceL lAhri in hoc Dsario Tom. IX. dlvulgata inspexeris}, posuerisque {ad){Xy) 
= *ü*y + *i*^y + *2*^V + '*** + *n*c'''y, videbis, coeflScientes 4(>, Ä|, h^ etc. 
valoribus in fragmento mox subsequente exhibitis^ gaudere. 

Cum vero observavimus, terminum quemcunque ipsius ^i, ex.gr. 
rUrd'^^^X, ex correspondente ipsius b^y OrB^'X, eodem modo oriri, ac si 

hunc secundum ipsum derivationis signum d differeutiaremus, fest nempe 

^^^^'^^ = ^^yg"^"*^ = ürrd^'X), similiterque b, ex b, etc. oriri, per- 

speximus bujus seriei terminos singulari qnodam derivationis genere a se 
invicem dependere, eoque singulari signo distributivo ^ vel r vel ID, (cum 
naturale d minus commode videtur) definiendo ; de cujus indole jam sequens 

fragmentum fusius tractat. 
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Fragmentam 1. 

QuoDiam, ut jam iodicavimas, formala tagmatica sea secandam deri- 
vata ipsius y ordioala 

quam et ita breviter scripsimus 

r = (a"a)y, 
poaeodo Xy loco ipsius y, motatiir in oovani formam lioearem 

F = *oy + *.öy + *jd»y+....+ft,5-y 

sea brevias Y'=s{i^d)y, existentibus 

60 = aoX-\- a,BX-^ a^B^X-^ .... + OnB'X = (ad)X 

*i ^ <i,x+2a,ax+3«,a*x+ .... +iMi„ö"-»x= &((äa)X) 

*, « «,Ä'+3a,di:+ + n^fl,a»-»i: = ^(iad)X^ 

generatimqoe ä^ = \-r ((ö3)X)} Demo noo videt, formam (J'cf))r etiam 

huoc 10 modum erplicari posse: 

n 

obique scilicet b^ loco formulae ipsi aeqoalis {ad)X introducto* Simililer 

n 

igitor et forma data {ad)y per 

vel etiam per 
aut per 

«0 y + ^ «ü • ^ y + ^^ «0 • ö V + • • • • 9 

c e 

pouendo Ui =t &iiy, a^ 3= y ä© == i&^ob, th = ^'Oo = =-5 • ^^o etc. 

c e c Z.O 

n 

explicalur; idemque de forma lineare qnacunque, quandoqoidem (ad)y ot- 
cunque dari possit, teoendam est. 

Quoniam vero coefficieDtes o^, a^ 02 y •••• a^ ad arbitrinm accipi 
possant, etiam haec signa a, ^a, d^a, ^''a etc. similiterqae exinde b, db% 
Srb etc. fuQCtiones quascunqne (ipmii.s X, ^i y ipsias x est fuuctio babeoda, 

vel B'^y loco 7^-;^ scriptum est) sigoificare possuot, easque diversissimas, 

1* 
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— Iloqae Hier w ▼iaealo jancüw, pneterqoaa qaod soial co^Bciwie» ia 
fonM liaeari siot. Haeeqne pnec^oa aoTi noatri ealeali est via, 
Ma (neüomea arbitnriae iaaaiBene ia caleolaB mmfSkimmwm iabo- 



fiSa Tero hanm fdactionooi prina bo seeoadoa fimcüoBis cujosdaia X 
dilmatialia aliqao Modo explicata dator, (id, qaod yarie efficitor ia fomis 
fiaitis^ qaandoqoideB coefficieates Ooi «m <Ii« •••• <^» *••• ^ v^ 4 ^'> ^^ ••• 
arUfrariae aiat faactiones, noaeroqee fiaito n adaiat, seilioet Ua: ^u = 

(uB)X, aea 

^0 =s dbX-|-aidX4'^^-^+ ••*• +'k*^-^ 



ft = «. X+»a.bZ+ya. VZ + .... + a»«.b"if; 
toB etiaa teliqaanua explicaadi aodos datar, aeaipe 

3* = «iX+ 2Ä,dX +.... + »«, 3"-» JT, 

brevios ^ft = &((«d)2); similiterqfoe 



y»s=y((ad)X), etc. 

Palet vero ^b esse fonoani linearem secandaa derivata ipaos X 
VBO grado iaferiorem aeb; qnare et ipsaa hono in modom scribere licet: 
dft = ('fl— »a)X, existente % = a,— 9ao, ^fli, = 2a, = yab, SjC'aiO« 
2.3a, = ö^a generatimqoe Ö'C«) = ^'a, seu a'(da) = S^'a, nnde 
iterando elicitar d^a s= d'd-A 

Est scilicet $b tarn ss (^ ^= «1X4-202 dX+So, d'X-f- . . . . + n<^d"~^-^ 
tarn (ex ommIo positis) s= 'aX + ^'a. dX+ id^'o. d'X + 

ft. = da.x+2.^.ex,+3.f;|.a'x+±|^.a"-x, 

snde^ eoSflfideotes ipmua d^X comparando, dictae formolae elaceot Bvol- 

n n 

▼endo Tcro («5)(-X^y) + (^^)(-2r>') facile evincitur, fore 

aeo S*(a + y) = ^a + ^7- 

Qiiooiaoi vero S^(^a)=^d^^a^ qood et =d'('a), geoeratim, idqae 

coDciiuiiiie, ^a loeo ^a poaere lieet; quare ^6 s ((8*0 )d}X^ siqaidem 
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b =z (ad)Xfaent. Est igitar d((ad)X) = ((dr7*)d)X Similiterqae evin- 
citar, esse ^b a= y ((Ja)!:) = ((y"ä')a)X, generatimqae ^b = &'((«a)X) 



• • • • 



• • • • 



'•••• 



Bst enim 
iudeqne 

' • 1.2.,..(r — 2).(r — l).r ' 

atqoe 

^^ — r:2~.T • ^ "^ 1.2,,..r.(r+l) « • ^^T •••• + l.2....*.(*+t)....(r+«) 

existeDte n^ =n(ii — l)....(ft — (r — 1)) = facaltater factoram arithmetice 
decrescentium n, n — 1, n — 2 etc.^ sea 

atque 

sea concinnias 

atqae 

a^* = a'a.XH +a'+'a.l»*X+.... = b'iadX). 

At 

((ya)e)x s= (a'ö).x+a(a»fl).bXH — + a"(d'fl).i>'"XH — 

atqae 

((3'«)a)X= (^a).X+d(a'<i).bX+....+a*(3'a).b*X+.... 
praeterea a^a = d'(&'fl), speciatimqae d^ißi'a) «a-'+'a ss 3^«, posito 

n n— r 

mssr — 2; qaare formanun d^((ad)X) = ((i^" a ]^)jr convenieotia bene 
sibi coostat 

Simul vero perspicitur, divisores Dumericos optime differeotialibus 

ipsius X juDgi, et quidem buoc jd modam j-^z =sb''X(8eu ^s^d^'X, ut 

apud ceL Arbogaat^^ sab bac eüicn forma nullom faciaot oegotiuin. Quo 

facto theorema nostrum universale pro forma linear! ad(Xy) evolvenda 
ita sooat. 
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Existente (aö)/ = «y + 5a.by + a»a.l>»j-4-.... + ^"«.b"x, «it 

+ ((d'T)d)X.b'r + .... + ((Ä' a')d)X b"r; 

nbi 

... + 3"a . b"~'X/ 
vel eüam, facto (aa)X=o, crtt(aa)(Xy) = ay+da.dy+3*o.aV+ — 
... + d"a.d"y; »tqoe ^a = a"(aa)X = ((a-a")a)X*) Hac igitnr 

c 

forma adhibita, valor traosrormati polynomii tagmatici omnimodi explicitasy 
ideoqae indepedeoter ut dicaut, exhibebitar, nempe ia coefficieDtibus datis 
a, da, S^a etc. expressus. 

Forma vero {ad){Xy) = (hd)y seo = (((ad)X-3a)y est impliciüu 
casus eyolaiio inchoata baec est: 

(ad)(Xy) = (*a)r=(«ö)X.r+a((aa)X).ay+y((Ja)Z^ 

*) Foimola baec heile ope noUssiaa 



C 

n 



domoostratur. Ita enim {ad)(Xy) sea polynomium 

c C 

in hoc 

^&^a.{d^X.y+d^jr.dy+dX.d^y+A'.d^y) 

€ e e c 

+ 

€ c e c 

+ 

€ e c e 

ideoque io 

{ad)X.y+i(& a )d}X.y+a&* a )d^X.dy+....'{-(Ji&'^ a )d}X.dy-\:... 
mutatar, qaandoqaidem aX+^a.dX'{'&^a.d^ JT^ ....-^^a.d^S per {ad)A 

c c 

et similiter it^a.i9'»a,öA!'+,...-t-^a.d*~* JT per i{&^^ä)d)X, etc- breviter sigoi- 
ficatur* 

M) Existeatc igitor a ss (ad)X; quanüUtes &a, &^ay . . . . &^a coefficiea- 
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Praeterea mooemus, signum Dostrum & vel ^, origioarie hoc valebat, ut loco 
ipsins a.d^'yj si baic praefigebalur, sameretur rad'^^y, nempe ^(a.d''y) = 
rad'^^y, existentibus n ety qaidem functionibas ipsiusiX, maneote tarnen a 
secundum operatiooem & constante (quare et d^(ad''y) scribi potest), prae- 
terea, ut jam ioDuimus, dütr^uHvwn esse (sea ejus indolUi, ut •&(/' + 7) 
sssdp'\^&q sity quoties p et q series tagmaticae fuerint), exqae bac ipsa 
modo instituta evolutiooe novum Dancisci sigDificatum. Videmus euim, tagoia 

n 

b ^ (ad)X buic operatioui (ß) subjectum ex forma sua explicata 



• • 



migran id 

V \ ^/ 1.2....r 1.2....(r— l)r t.2....(r — l) •'/ 

n n 

ideoque S({ad)X) siguificare, uoo modo io unoquoque ipsius (ad) Jl^ explicati 

c e 

tennioo (ß^^a.t^^X) esse sumendum VX loco ipsius ir^^X (quo facto 
in Q^^a.VX migrat), sed etiam, si mavis, mutandum esse S^a tu S^^a, 
existente S^'^^a = (utnt baudquaquam praesente). Ut igitur totam novi 

n 

tes derivatarom dy, b^y^ . • . • b^y ipsias y iu serie Ugmatice evoluta {ad)(yl^y) 

significant. Etiam ex hac notione ipsarum proprietas fundamentalis &^&'^a = t9"'+"*a 

it 

ita demonsirari polest Suscipiamus acilicet evolutiouem formaiae (ad){XyZ) idque 
dupliciter, faciendo modo JCyZ:ss X.iyZ) et modo ss^{XZ).y. lUo casu erit, si 

a — (ad)X valor aiiquatenos evolulus 

^a.yZ+&a.d{yZ)+&^a.d^yZ) + ....'\'&'a.d''(yZ) + .... 
hoc veio ^ « 

= {ad){JrZ).y+&{ad)(XZ).dyi^....+&'{ad){XZ).d''y+.... 

c 

Ut Tero bi valores companri possint, ulterius evolvendum est tum d''(yZ) lata 

d'iad) {XZ). 

Estvero B'-{yZ) — Z.d''y-\-dZ.d'-^y\'....-\-d'^Z.d'-^y\:...'\-...., alque 



e 
n 



A ^(aö)J'=:/Jpomtur, d'*{ad){XZ)s:zß.Z-\-&ß.dZ-{:...-\-&fßdfZ-\-.... ■>(-.... 

C 

Eilt itaque in illo casu terminus generalis = &''a .d'**Z.d'''"^y atque in hoc 
ss&fß.dfZ.d^y,' qui utrique necessario couveniant, si m=z/i atque v=zr — m seu 

r e 

rs=v+^ facitur. lode igitur colligitur &"" ß=:&''a zsz &^'^'^a. Est vero ßsszif^^a^ 
idtooque &^'^asz&^(&ya). Q. E. D. 

Ex ipsa hae demoustratione vero patet, t^* ad derivata functionis X referri , se- 
coodum quae tum a tum ß ordinata sunt 
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noitri oalouli vim et indolem breviler teueas, ponamus X^:^fx atqae fip^-^-^) 

■B^jF + #^ap + ^Vi^ + ^^** + ^/r^+*'''f ^®^ b'"X=^x, ut babeamas fanc- 
(louem derivatarun seriem fx, fiX, f^x, ••*. f^x, f^x, qaarom prima tautum 
utouuque aumi potMt, raliqaae vero determiiiato modo, nempe ootiasimo 
derivandii iiide auoceast^^e geoeraiitur { adsnmamusqae praeterea aeqoalem 
H-^\ fuuotiouum omaino arbitrariarum numerum, quae (ameu certo ordine 
aibi iiivioem aub^equuiitar , ideoque« u( ipse bic ordo recte teneatar, per o^ 
^A» d'üt *••• d^a, •«•• iudicantur; et fuuctioues utriusque seriei ejosdem 
loci iu ae iuvicem ducamus productaque in onam summam coUigamos 

quam breviler aigno {aS)fx aique uomiue seriei tagmaücae ordinia n in- 
aiKuimu9« llis poaitis^ series (a{;matica io similem mntatur, vel fooctionem 
quamcunque derivativam {frX) io proxime antecedentem (fr^ix) matando, 
id quod per $f iiuiiguilur, ut ^;^(/*^^) ^=^ f^vX sit, atque 

vel etiam ttpaaggamgae fuiicUoneu arbitrariam (S^ä) in ipMm proximo or- 
dine aibaequeatem (ß^^ä) mutaudo« id quod per ^^ iodkari pocesc, ol 
^^(^'«)«i3^« fit, atqae 

«Iroqtie vero modo idem obiiuebicur« uempe 

4M0«i ipcHM» («^)/> t t ^fm* yrimmm dielmoa m per c{^m^)fx) laa g nM O«. 

Et»! ifkw hoc ec ss^^(«a)/Xx)) el «^^((«c}/';x)).; mm okker decerat- 
iMtwi uartwi awMnHn (a-f !>«■ fkactioani denvaunu» /'x(s=^^xX 
fyjts .... f^Xs tiMi wiilnriMi «. -^«^ ^*«i. .... ^« coaside «mk. qaare tm 

^.7'x «a 0. tiM ^*C?*«) — 0. CM C^'« kaad det»r. 

^i>cY*) per HHß^:f*:»^ 

e< iw Hm m 

^^(.«e/'x) per ^(^ime:fx}) «tc 

yanrlM»!»» ^\ac V*x per c(5^,«c:/x) ifiaifn irt k«uii|ac 
q«e «kpfiee« st^wicitMi j p ni a h« trft« p«sae. Map« cSr ec c^ r. 
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ejusmodi, nt vel ad matationem fanctiooani derivataram vel ad arbitrariaram 
referatur, quod utiumque eodem redit '^) 

Praeterea hujusmodi signa proprie non nisi seriei tagmaticae ay + 

n 

Ba.ty^i^ ....'\'d^a.^''y vel ejus signo complexo (at)y praefigi potest, 
improprie vero signo fuiictiouis, ex. gr. bFx, quo casu significatu carebit, 

n 

nisi haec fiinctio in ejusmodi seriem applicata fuerit. Ex. gr. si Fx = {ad)fx 

n 

fuerit, sane loco ipsius b''{ad)fx breviter Q^Fx scribere licebit. 

n 

Forma vero (ab)y fuwum quasi functionum genus constiluil, cujus 
evolutioni tagmata noslra aeque inserviunl ac vulgaribus differentialia, quod« 
que ab bis sejungi nequit, utrisque ad idem doctrinae corpus pertinentibus, 

et series {al) {Xy) ^ (Jsit) X . y -^^ ^ {{aX^^ 

seu, si n =s oo fuerit, (qui casus singulari cautione tractandus est ) , ideoque 

n seu oo non adscribitur, haec 

{ä\>){Xy) = ab JT.y + iaCab JC).l>y + 2^3-^ («»)-¥) t)V + --- • 
bis formis idem est ac series Taylorea vulgaribus. 

Patet vero formas simiies plurium arbitrarium dari, quae considerando 
aequationem differentialem lineariter particularem 
a^z ^ afBz '\' af'Vz +.... 

je X 

+ a,öar + fl/böar + .... ) = Zi, facile inveniuntur, 
7 *y 

+ a„ Vz -f-.... 

2 

de quibus (amen alio tempore. In praesente vero exemplum tantum unum 
alternmve usum calculi nostri monstraus, subjuugemus. 

Fragmentum 11. 

Probl. Functionibua quibusdam (n) datis videUcet Öqj 6i, 62, .... 
b^j .... bny insuperque aliqua ^ alias toUdem Oo, ^i, 02, •••• a^ itadefinire, 
vt tpsae coiffidentes ad hujus (X) diffißrentialia sint, dum lineariter ad 
has explicantur; nempe 

n n A\ 1 

bfy = {ad)X, bi = 9(ad)X, 62 = -9" (^^)^> ^*®* 



<^) Operationis hujus tagmaticae regulae, quales jam in textu demonstrantur, bre- 
viter in programmate d. SS. Jun. 1835 dato indicata sunt. (Additamentum editoris.) 

CreUe*s Journal f. d. M. Bd.XXV. Heft 1. 2 
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Functlo vero X quaeconque eMe potest, dommodo si algebnica 
integra fiierit, gradus saltem altioris ae (n). Qoae cum ita deoiderentor, 

erü geaeratim h^ s= -p-^ (a B) X, Ben explicatiooe rite iastituta 

K = arX'^{r+t),.ar^^^X+....+ ir^s).ar^^^X+....^n,^a„^--rX, 

ideoqoe speciatini 

(1) K^a^X, 

qnaiidoqQideiii a^^, === 0, 

(«) *i.-i = a^.X'^na^dX, 

(3) *,^a = a^X+in^i)a,^,dX+n,a,d'X, 

(4) *.., = a^,X+(n^2}a,^,dX+(n—l),a^,d^X+fHa,d'X, 

generatimqQe 
(6) b^. = a,..X+(ii— (#—!)). a;^^,,.ajr 

+ («—(*— 2))a. a»-<,.2) • 5* J:+ •... + n,a^d'X, 

quas aequationea et retro juxta regalam -~t s; b^j^^ aea 

a*^t = n*,, &*^a Ä (n— l)ft..„ a*n«s = (n—7)b^^^, etc. 
comprobare posais« Harim vera aeqviatioDum prima (1) aperte praebet 

o^ss -^, hocqae valore in aubaidiam voeato^ secunda (8) auppeditat 

aifluliterque deinde ex tertia (3) habetur 

^ ^ ^ (n-i)b^, dX , , ( 2(dX)^ _ d^X\ 

item ex seqoente habebitnr a„^, et ex reliqaia aaceeaaive a„^^ a«^ etc. 

oaque ad Oqj qoae ohima ex aeqoatione bos:^(ad)Xs=:aoX'^ aidX+.,.. 
obtioetnr. 

Qaoniam eniin ooaquaeqoe aeqaatio posterior non nisi uDam habet 
ignotam, quae iis, qoae jam ex prioribaa quaerantor, accedit, haa aeqaatio- 
lies solvendi facultas per se eonstat At vero et ipsae hae solationes aob 
forma brevi memorata digna exhiberi possont Patet enim, ex valoribos 
modo expositia fore 
(10 a, = b,X-'i 
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indeque jam conjicitor 

id quod et facile comprobatur, hoa valores (l^ 2% 3^ 4^ in aeqQationem (4) 
sabstitueodo ; ita eoim baec evadit 

(4) b^ =*,_,. X.JT-S 

qoandoquidem coefBciebs ipsius 6^, i^ fit (^ — 2).(XdX''^'\^X''^dX) aeu 
— (n_2)a.(X.X-*), atque ipsius b^,i(n—l)^{Xd\X'') + 2dX.d(X-'^) 
'{' d^ X . (X"^)) sea (n — l)a.3*(X. JC"*), itemqae ipsius *,: 

seu n^d^{X'^^X)i quae omnes aperte nibilo aequautur, qaaudoquidein X. JT"*^ 
SS 1 =; coost sity ideoque d''(X. JT""^) ss 0. Eodem vero modo pomtionia 
similis 

a^^ « b^X-'+(n—3)b^^dX''^+(n—2)^b^d\X-') 

generaliorisque 

veritas evincitur, bujusmodl valores in aeqaationem (5) vel 5 introdoceado 
quae ita b^^ cum coefficiente evoluta, quae facile in («— m)^^.d*-^(2r.X"-*) 
contrahitur, coulinere invenitur. 

Omnes yero hae co^fBcientes aperte nibilo aequantur, praeterquam 
cum fn = s fuerity quo casu = a^(Jr.X""*) = X. JIT"* = 1 evadit. Aequatio 
jgitur ( 6 ) baec b^^ = b^^ . 1 fit, quae identica est. Posito igitur Z = X''^ 
ex eis, quae modo demonstrabanfur, erit 

a^ « *p..Z + (m + l)ft^^iaZ + (m + 2),*„+,.a'Z + ...., 

speciatimque 

Ob = boZ + btdZ + b,d^Z + .... + b^d^Z 

atque 

a^ := b,Z + 2b2BZ + 3b^dZ-^....+.... 

seu brevius ao^(b''d)Z atque a,^^(b''d)Z, similiterque ai = ^(»''aZ) 

as^=^ ~.S^ib*dZ) etc. Singulare Igitur liinc emergit: 

2* 



12 i. Hillj Fragmenta Theoriae Mquatianum Uneariter differeniiaUum* 
Theorema. Si junctkn füerifU 

inverso ordine erant 

fly s {V'B)Z, Hl = &(4"3)Z, «2 = — (ft'*d)Z, .... gereratimque 

ür = r-ö^^ (9^'(*"5)Z), existente Z t= A. 

HuJQs Tbeorematis ope varia proNemata simplicissime solvuotor. 
Ex. gr. Datis aeqaatiooibus 

4o = 0(1 + Ax^ -f ^ ^^ + ^ ^ + = -4 (^) 
^2 s= ^2 + Ö2 +3fl3^+ == V^A(e) 

€ 

etc. 
atqae aniversim 6,, = b" (^ (^)) , inversrim coefficientes o^, Hi, Oj, •••. funo* 

e 

tionis ^(a) iuveoire. 

Pouendo X = ß^% Z =? ß*^'"^, atque ad finem ar ss 0, invenies pri- 
mum Hb = (ft" 0)3-**=: «oß""'*+*iöß-^ + Ä^ö'ß"'* +...., «eu a,,^ 
bo — 61^ + ^2^^ — **«M Qo^^ series =:B(e) ponitur, ot A(^ fiinctio data 
ipsius e sit, deinde Hj = ft^ — 2^2^ + •••• sc» «i = — d B(e) = — Bie, et 

e 

C 

et atque igitur aniversim 

Similiter aeqnationes 

1. * = fl^,+ «01 + «(«—1)0, +«(«—!)•(«— 2). ab + .... = i4(«), 

«. b^ =r ai+2a,« + 3«,«(«— 1)+ = Ail(«), 

8. *, = 02 + 3««,+ = *Ä'^(«) 

etc. 
ponendo X=x*f resolvuntur, etc. ionomerae aliae. 

Facto scüicet Z => x~% erit ex modo demonstratis 

a„ =s (*"ö)(ar*) = ar-**o— «*!«?"*-'+« (« + !)*» «"*^ + .... 

aen, posito 
a? =s 1, fli, = *o— «ft» + «(«+l)ft, — «(«+l)(« + 2)*,+ ....= B(«), 
et 
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••• • 



a, = &(i"a) (Jr-') = *i— 2«6, + 3«<«+ l)6,--4.«(« + l).(« + 2).*« - 

«2 SS 6, — 3«6, + 6«(«+l)6«-. etc. ss +^'^<l?(«), etc. 

(si 'de s= — 1). 
Ex bis exemplis, qaae facile directe demoiistrautur, videre licet, tbeorema 
nostrom etiam ad valorem n = oo extendi. 

Fragmentom DI. 

n 

De aeqaalibus aequationum lioeariter diiTerentiaUoiii {ad)y = radicibiui. 

Quoniam ignotae bujusmodi aequationis ope determinandae non oisi 
fonctiones sunt, aequales sanebabendae sunt radices, quae eadem fanctione 
exprimuntor. Olim ideo credidimus, alteratra in venia radice >o = f^9 ^oi 
aliam y^ quae ipsius aeqnalis sit natorae, per eandem functionem fx sim- 
pUeissime (ex. gr. per y^ = f(jfx)^ existente yx fanctione nota simpliclore, 
imo buJQsmodi, nt ff{ffx) = x, yel ff^x=sx sit) exbiberi. Jam vero ex 
nostra tbeoria lagmatica demonstramns, radices aequales per x"^. fx, existente 
fx ipsarnm simplicissima , explicari. 

Sint enim y-y = f^p atque yi = sf^.fx, sea y^ = j^. yo> radices 

n n 

aequationis (aö)y s=:0(=floy +fli3y + a2 3^y + ....)? eritque (aö)yo = 0^ 

N II 

atque («a)y, = {aB){xry^) ^ 0. 
Est vero 

n 

ubi quidem omnes termini aderunt, si m ^ n fuerint ; sin vero m^n sit et 
integer, tum certe termini ultimi, inde ab r s m -|- 1 usque ad r =^n, ultro 

n 

evanescent. üt igitur aequationi (ad)yj, = satisfiat, nihil restat, cum prae- 

n 

terea (ad)yo^s^O sit, nisi ut ponamus seorsim: 

B(ad)y^ = 0, d\ad)y^ = 0, d^(ad)yo =s etc. 

n 

usque ad 9^(ad)yo s 0; quae quidem aequationes mutnum coöfficientinm 
babitum, qualis ad m + l radices aequales producendas requiratur, deter- 

n 

minant. Patet enim, harum aequationum ope fore (a8)(x^yo) =s 0, dummodo 

I» 
numerus integer rs vel <m sitj ideoque aequationem (ad^y^TssOj seu 
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A = CS siquideni fuerint dA == 0, ^"'A =: 0, d'-i = 0, .... SrA = 0, bis 
gaudei-e m + 1 radicibas yo9 ^Xo? ^^/o? ^yp9 •••• ^y^f quaesane aeqna- 
les a])pellari podsont, cam simplicissime per eandem functionem yo == fx 
aeqoe ezprimantar , netnpe aob forma (is + ^i ^ + ^ ^ + •••• + ^« ^) f^P 
praetereaque volgaris analyais, cujus ope radix /i per y^ determinatQr, si 
constnutia certo modo accipiaiitor, yi =s y^ coost suppeditet, ot in exenplo 
videre licet 

2 3 

Ex. Ponamus it = 2, seu (ad)3rss=0 et d(ad)y = 0} id est 

aby + 2aiöy + 020^/ =s = -4 
atque 

«iy + ^i^r =: Ä Ä 

(ubi commoditatis causa 2ai loco at posuinus). 
Erit igitur 

A—dB = (iio— ööOy + («1—002) ör = 
atque 

indeqoe aequalUalis conditio: 

seu 

seu etiam simplicius ob = «^ + dui, siquideni Ofsly ut senper licet, eC- 
fectom Sit. 

Haec igitur aequatio (flj + 9Äi)y + 2ai3y + ^V = 0, aequalibus 
gaudet radicibus. Perquisita enim altera yo ^^ aequatione 

qaae ya^=iß~f'^9x suppeditat, alteram fi vulgari via qoaeramus. Termi- 
nis igitur uitiinis ex aequationibus 

et öVi +2«i5r. + («I + ^«>)ri == 

extenniiiatis, oritur y-y ö' yo — ro ^* Xi + 2 «i (y» 9 Xo — Xo ^ r» ) = «« 
d^ + 2 «1 . y SS 0^ posito scilicet y =» y» . ay„ — y, a^i . Integrando igitur 

obtinetur Lq s — Ija^dx seu 

iterumque exhinc yi = (a+orc) .yo- Sin vero accipimus c = Oj erit -^* 



i. Hill^ Pragmenta Tkeoriae aeqttaihmfim limeariter differenUmKum* 15 

SS --^, ideoqne yi=^ii»>o* At radices y^ et ay^^ ratiooe oompletae 

latioois habita, haud diversae ärunt cenaendae. latius igitur aeqoatiouis so- 
lutio coaipleta est ys= (il + Ba?)ß->'-«^'. 

Simile quid in altioribus gradibos observare licet Bxhinc i^itnr 
aeqoeatia colligontur theoremata: 

Si aliqua Mquaiionis (ad)^s=0^ radix y^ efmmodi sit, ut tagma 

n n 

prhnum d(ad)y^ s= sit, altera radix erit x.y^, et si praeterea d^(ad)yo 
= f^ierU, accedet radix ^*yb^ geKeratimque tot aderunt raäiees aequaUs, 
seu farmaa x'^yo, quoi aequaliones, nempe ipsa tagmaäea atque huju8 
darivatae. ^ 

Sic, si data fuerit aequatio tertii ordinia (ad)yssO aeu (A^a^y 
+ 3atay+3a,a*3r + a,a*y«0, aimnlque faerit (i^-4=)fliy + 2fl,öy + 
Hjd'/sssO, aeu ai lagna primum evaauerit, erit tum (Ass)aoy'\'3aidy 
+ 3ataV + «s^'r — 0, tum difTerentiando (id^Ä =^)da^.y +(a4 + 2aaj)c»y 
+ (2ai + da,)ö*y + a,a*y = ideoque d^y eliminapdo 

(Ob — ö«i)-y + 2(a,— ^«,)^y + (aa~ö«OöV*0• 
E9t vero et 

öiy + 2aiay + dr,av = o, 

ideoque ipso d^y ejectOi 

= ((^— da,).a, — a,.(ii,— Öa3))j + 2.((flt — da,)«, — a,.(a, — aii3))ay. 
Cujus Jam .aequationia ope fuuctio y facile deteraiinatur, eaque aequalia est 
radix. Praeterea si ajst efficitur, ut licet , iata aequatio aimplicior 

=5 (flb— dtfi — «i-«2)y+2(ai — 5a,— Äj)dy 
eva^ Uaec vero differeotiata aequationem 
ö— («00— a*ii,— 5(a,a2)y+(ao— döi— aiÄ,+2d«i— 2a*fl,— 2^öjröd(,)ay 

+ 2Ca,— da,-a;)aV 
prae 1^^ H^c vero oova aequatlone cum aotiqua illa 

= 2(a,- 5a,— «;) (a,y + 2aadr + d'y) 
comparata aliaui qnoque hanc auppeditat aequationem 

= (dob— a'ai — a,aai + ai5a, — 2aJ + 2atÄj)y 
+ (da, — 2d'a,— 5aia2 + 4a;)rfy, 

quae etiam -^ determinat. 

Utrosque igitur ipaius dyxy valorea comparando conditianem, ut 
aequatio proposita aequales babeat radicea duaa, neceaaariam elicies^ idera-- 
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que 10 aequatiooe cojusvis ordiois simili omniuo modo facile efficies. Hinc 
vero alterum elicimus iheorema: 

n 

Aequaüanem difperentialem ordinis cufusvis (n") nempe (a d) y = 0, 
in qua aliqua de causa radicum aequaitum par unicum ponere liceat, 
semper methodo Bernoulliana esse solubilem; quem io fioem ipsius tagma 

n 

primum &{ad)y = datae jungendum est, et derivata altiora excutienda^ 
donec Syiy in eoefßcientibus datis exliibeatur. Siu vero plura aequaliom 

paria adfueriot, prias sabsisteadom est, ex. gr. ad (ad)}r=0, si dao sunt 

Ende et simul rei verae cooditionein necessariam elicies. Ex. gr. Si (ad)y = 
seu aoy + 2iiiöy + a2 5*y = 0, et coefficientes «„, a^ 02 constantes fue- 
riot, erit in casu aequaliura radicDm ^ly + ^ ^X == 0, ideoque si Ui ^ —aJa^ 

pouitor, — = adx, et iotegraodo Ly = aa?-|*LC sea inverse 

y = q(aar + LC) = C.T(aa?).*) 
Hujus vero solutiouis conditio jam antea explicala est ^ = ^^'^^^ 9 sea 

a^ =1^)^2 9 id quod rei notissimae de indole radicum aequationis algebraicae 
o^ ö = seu Äü + 2 ai 9 + ^ ^' =* optimi, convenit. 

Nee diffitemur, nos, cum, solutionis conatubus iufiuitis frustra sosceptis, 
tandem persuasi fuerimus, bas aequationes differeuliales nullam quadraturae 
simplicis ope soluiionem universalem admittere, ideoque de barum tbeoria 
conscribenda meditandum esse, ex ipsa hac analogia aequationis differen- 
(iaiis et algebraicae, quae saltem in casu coeffieientium conslantium in d"" 
bium baud vocari potest^ varia indicia disquisitionem adjuvantia bau»i^^^* 

Universim enim ponendo y = T(ax), aequatio (ad)y -s^ coefißcien'''^"**' 

constantibus gaudens ad aequationem (a)^a = ducit, et utraque non ^^^^ 
aequali radicum numero sed et simili indole gaodent, aequalibus utriusque ra^'* 

n 

cibus sibi invicem concomitantibus. At si (a)"a = aequales babet radices, valet 

n 

etiam aequatio 9«(a)" = seu «i + 2a2a + 3a3a^ + .... = 0, quae et bre- 

iii n 

viter ( n ) a = scribi potest. Sin vero similem ipsius (a d) y = babitum 



^) Duce cel. LapUtce fonctiones tnversas litteram initialem funclionis iuvertendo 
designamus. Vulgaris igitur ftmctio expoDentialis ß^ nobis est ^x, ex theoria itera- 
iionis vero per Ir-^x iudicator. 
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n 

volumos, ideoque «9 (a d) y = ponimas, seu a^y-^r 2Ä2Öy4- 3a, ö^y+.... = 0, 

»I 
patet et bane aequationem fore (a)dy=:0, et, substhutioDe y = ^(aar) 

(seu sß"""^) effecta, iode hanc oriri aequationem (a)a= 0, seu eaudein ac 
ex couditione radicuai aequalium in aequatione algebraica buic differentiali 
respon deute. lüde justam esse fuuctionalium radicum aequalium notiouem, 
facile argues^* Idem et aliunde comprobari potest 

Hac radicum aequalium doetriua in solutionibus aequationum particu- 
lariter difierentialium adaptandis iuterdum magni erit usus. Ct si ioventa 

fuerit buiusmodi solutio : z = . ,^ , reique natura desideraverit , ut 

y 
functiones (fix et %^y, (quae universim arbitrariae erant) radicessint aequa- 
tionum liueariter particularium (n' d) 7= et {r'd) F = 0, (ubi coefBcientes 

X y 

^0 9 ^19 ^ et, To, Ti, r, et tum y tum x continere possunt), is(a solutio 
valorem ipsius Z snb forma indeterminata %^ vix nisi tagmatiee definienda, 
praebebit« Exemplo tibi sit casus , quo JT et K functiones sint EUipticae 
notissimae E' et F\ Pergratum foret, si quis, quid calculus Yariatiouum 
ad bunc noduoi dissolveudum valeat, edocere vellet. 

Fragmentiim lY. 

De solutioue aoquationis linearis, {n'd)u = 0. 

Forma (n'ö)y == n^^y-f-niöy + n^ 3^y-f-.... + n«d"y aperte distri- 
butivae est indolis seu ejusmodi, ut (n'ö)(y + «) = (i»'ö)y 4.(11' ö)«: sit. 
Productum vero zy ipsa, ut in Fr. I. docuimus, bunc in modum dissolvit: 

{n'd){zy)^ {n'd)z.y^B{n'd)z.dy'\'^{n'd)z.d^y^.... 



• . • . 



« 

Jam vero proposita aequatione liueariter differentiali {fi'B)u = 0, ipsauni- 
versim solutu erit difficillima, nisi aliquo modo radicem particularem ti,, in- 
venire liceat. Jam vero bujus evolutionem, quam etiam convergentem effi- 
cere liceat, proponendi est animus. Facto itaque ie= ^-^ry» {P''^)y = 
y — {n'd)y atque (n'b)a^=sq, erit {n'd)y= — (n'ö)fl = y, seu (»'5)y+y = y, 
quae jam est aequatio solvenda« Quem in finem iteratis vicibus ipsam Ope- 
ration! (agmaticae (n'd) subjiciamns, eritque 

Grelle*« Journal f. d. M. Bd. XXY. Heft 1. 3 
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(n'd)y = (n'dXq^n'dy) =r (ii'a)y + (ii'd)(n'd)y, sea, si 

y = y + (i»'3)y + (ii'd)*y, rureamqoe, si 

ideoqae , sobstitueudo , 

y = 9 + in^d)g + {n^dyg + (n'dyy. 
Apparet jmn, ita cootiDuando obtentiiin iri 

y = y + (n'a)^ + (ii'ö)> + (ii'a)>y + ....+(ii'dry + (ii'ör+*y- 
Si i^tar tennini hajus polynomii tandem magia magiaque diminaerint, r = oo 
atque (it'd)'^'y = efficere licebit, eritque aeqoationia linearis (n'd)y + g 
s= y haec aolutio 

quae aeriea aingulares omoioo est formae. 

Hujus vero termiui successive ex sese calcuiantar secandain fonuulam 

(n'an^y = (n'ö)(ii'ör^r, 

qoae valet, si jam inventom faerit 

(n'dyq = Ä, erit {n'd)'^'q = (n'd)R sea 

= HoÄ + iiiÄ + i^a*Ä + ....+ii^a"Ä 

Ipsi OBmes igitur finiti sunt, si n numeras est finitos. Speciatim vero est 

(n'd)q = n^q -{- Uid q -^ n^d^ q -^ • • • . + i»«a*y, 
ideoqne erit 

(n'a)'y = («'a)(ii,y) + (n'd)(ii,a^r) + .... + («'3) (n.a'-y), 

qoi valor per theorema antea expositom olterios ad formam ©oy + ®i^4^ 

+ ^^9 + *«** explicari potest. Hanc viam igitor saepins calcando per- 

veniemoa ad hujusmodi valorem expliciton 

rarsomqae 

(Ji'ay+*y =3 0^.y + 0:^*ay + €);*■*. a^f + ...., qaod et 

= (»'a)(0;.y) + (ii'a)(0;.a^f) + (ji'a)(0;.a»^r) + .... 

Ulteriori igitur evolotione hcUj comparatiaqiie coöfBcientibos ipsomm 
q^ Bqy S^q....^ erit 

0H-i = (ji'a)0;, 

0;^* » (it'a)0; + a(«'a)0:+ j^y(»'a)er, 

0;H :=, (»'a)0;+a(»'a)0; + j^.y(»'a)0; + y-i3y(^ 

etc. 



% 
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Quaram formalarum ope coöfficientes © suCcessive calcolari possnnt. 
Jam vero si hos valores explicitos in nolu ionem antea inventam 
iotroducimus , hac hujnsmodi formam nanciscetar 

Sin vero coöfficientes Qo^ Q^ Q2 etc. directe determinare veliemus, suf- 
ficienda foret haec ipm series in locum ipaioa y in aequatione 

y s f + (n'd)y, 
quo facto, comparationeque institata hae obtinentnr aequationes: 

3. Q, = (n'd)ft+&(»'d)0«, 

4. (?, = (ii'a)ft +d(n'a)0, + J^.y(n'a)0„ etc. 

Jam vero aeqoatio (1.) aperte docet, qnantitaten Q aoiutionem esse par- 
ticularem seu radicem aequationis propositae y =^ 9 + (fi'd)y^ ei casu 
adaptataoi , quo ^ a= !• Inde vero arguere licet evolutionem antecedentem 
justam fore (dummodo q nnllins aequationis finitae (m^d)^ssO sit radix), 
tolUturque ita scrupulns ex positione (n^d^yssO oriundus. Sin vero ad 
finitum terminum embsistere tibi libuerit, sane valor ipsios {nfdy^^y aliqoa- 
tenus caiculandus erit, unicuiqoe casu particulari adaptandus est ^ ita ut 
(n^dyq quam minimus evadet. Quod etiam ut problema maximi momenti 
est censendum, ideoque Geometrarum atte^tionem mereri videtur. Hoc tan«- 
tummodo in praesenti observare lubet, fnnctionem 

q « Aß"^ seu M-ß-'* 
efBci posse, existentibus o» vel eor qnantitatibus quibusvis, quas ideo quam 
minimas accipias, ut d'^q evanescat Si enim proposita fuerit aequatio 

seu 

(v'd)« = 0, 

poniturque 11 s=: a + y, erit 

(y'd)y + (v'd)a = 0, 
ideoque (nisi forte (v' d) a = 0, quo casu solutio particularis ti = a in venta 
est), erit 

li^ + q^O et y^q + (n^d)y, 

si jam 

q(y'B)y =: (y'd)a.((n'd)y^y) 

accipitur, seu 

3* 
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(«'a)r-r+f et:: I ^KI'^+:::: ) 

facitar. Duae igitur adsuiit fanctiooea arbitrariae g ei a, quarum illa aiib 
forma qaam dizimus^ optime somitar, haec vero ita determiuaiida est nt 

■ 

(n^ d)"" y evanescat. Commodias tameo inverao ordine limites iolegrandi ita 
determinabuotar, ut boc locum habeat; deindeqoe, alio valore vel alia forma 
ipsias a adbibita, novi ioveuientar limitea, bocque iteretur, donec totoa in- 
tegrandi campos exbaustus ait. 

Jam vero redeamas ad aequationes mixte differentiales , 6, qaae ad 
quanf itates O determinandas inser virent Hamm prima ©|^^ = (n' d) @l sea 
0^' = Hü ©; 4- n^ae^ + itja' ©; + ..•. facile aolvitor et soppeditat 0; = 
(n^dy-\t, exsistente / fiinctioDe arbitraria. Qaia vero heic 0u^==nu9 ^^it 
i — n^ et 0J = (n'd)^'no. Altera vero 0;^* = («'3)0; + &(!!' 3)0;, si 
breviter JV pro (n'd) scribimus, hajosmodi gaudet solutione 

hac enim admissa erit 

quod aperie a 0; cum BNQ\ differt, si JV% = 2V0; = 2V'^ii„ seu t^^fh 
ponitur. Praeterea cum 0/ = n^ sit, et ex formula inventa s= ^i + 3*^ = 'o 
(est euim d'/o = d'^=^0, quia bic terminus originem ducit a (n*df(fhg) 
= (ii'3)®iiü.y + Ä(it'3)^no.a^ + .... ass »üflf), erit bic /| = ni, ideoque 

ubi rursum (n^ d) pro N restituendum est« Aeque reliquae aequationes sol- 
ventur, invenienturque 0^, 0^, .... 0^, tametsi sub forma satis ampla. 
His igitur valoribus adbibitis erit radix tagmatica 

y = 9 

+ f^q + n^d q-^ Uid'^ g + ...J 

+ 0J^ + ©ja^+0ja*y + ..,.^ et = Qg + Q^.Sg^ 

+ ©;^ + ©jd^ + .... 

+ + 

ideoque (?= 1 +Wü + ©J + ©J +••••? »eu 

quae jam est solutio particularis aequationis tagmaticae 

y = l + iiüy+ii,a v + ii^a^y +,... + n^e^y, seu y = I+(it'a)y. 
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Probatio vero faciliima est, si admitlitor (it^ d)* n» = 0. Facto enim 

erit 

Ny = iV(l+«o + iVn.,+ ...0 = 2VI + ZVii^,+ iV^iio + 2V^iic,+ ...., 
quia N=i(n'd) distributivum enty ideoqoe 

1+Ny:=^ l + N + Nno + N^n^+...., 
seu 

1 + Ny = y, 
quia 

Nl — (»'d)l = n^.l + n,dt + f^dH+ •= !!„• 

Haec vero solatio symbolice breviter ita representari potest: 

y ^ s + (l — N)-'n,,, 8ea y ^ s + (l — (n'd)r'n,. 
Casus , quo (n' d) ito = c = const. fuerit , facile solutionem finitam admittit 
Quia eDim iVit^ s= e, erit 

iSPn,, s= Nc SÄ 110C + i^5c + .... == iiüC, jViIü = ciVno = c*, 

ideoque 

y « l+iiü+c + iioC+c'+noC« + c'+.... = l+(iio+c)(l+c+c^ + ...) 

seu 

y = * + %=F = T^ f«^*^" si c<l). 
Tum vero functiones ito» iti, n, etc. necessario ejusmodi sint, at 

(n'ö)iio = c, seu c=snJ + iixöii„ + iij.a^iiü4-ii,a»iio + .... + n;,3*iio 
Sit 

Berolini 1833, Septb. 



22 S. Hill ß de nuHeibus ratitmaUbus aequaiiohu Rieeaiianae. 

2. 

De radicibus rationalibus aequationis Riccatianae 

X 

ubi a, bt c fanctiones sunt rationales ]psiii3 x. 

(Scribimas vero ^y vel ^y pro t^, seu dxT=.\ fecimns.) 

(Aactore <7. J. D. Ai7/j matb. prof. Luodte.) 



Primum faciatar y-4-^^=^> ^^ aeqaatio moiabkar in d ii + cti^ -f* a =sO, 

81 a = a — dr-f er'; et 2rc sä h. Fit eDim baec c)y+ dr -f a + ^(^+2r>'+>^) 
= 0, quae datae convenit. Si igitur biuc valer ipsius ti rationalis obtentus 

fuerit; habebitar et ejasmodi \^ — ^j ipsius y. Semper vero cs=l effi* 
cere licet. Sit enim n = — + g"« ^ eritque 

seu formae ß4- /"rr ^ Utrumqae vero simul perficitar, faciendo 

c 

Fit vero 

*y+r"+— ?+^-|.(4-r-i-4 = «. 

(ubi öj^ — (2^) P"*^ Yc — T'\ ) ^ö"*™ö^'08 adbibetur). 

Jam igitur si du+u^ =s Ffoerit, et V fuoctio fraeta, patet et u fractaui 
fore. Quod idem etiam tum accidere potest cum V est integra id quod vel 

ex solo ezemplo boc, die+^^=36+6^^^ cum radice tf = — k-bx, elucet. 
Sit igitur primum V functio inieyra, eaque gradus paris m = 2n; tum 
accidere poterit, ut radix u inlegra sit, et quidem gradus n^ uempe 
tf = iio ar** + it^ a?"-* + 1I2 x"^^ + .... + n, = n^ ar. *) Quod si coutigeril , erit 

<^) Observes. dos ita illam ftmctionem iutegram vel etiam hanc n^+n ^ X"\-n^x^'\- . . • 
• •• + ^iii^ semper indicare. 
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V =5 Bu + ü" 

seu 

Apparet vero^ omnes ipsias ti vel n^or numeros (Hq, n^, n^ etc.), extra* 
bendo radicem quadraticam ex V, obtentom iri, cum ipaorom Ultimos n, ex 
termino x"^ ioveniator, ideoque uuUomodo ex altissimo (n.n^iX'^^ '{-....) 
ipsius du termino turbetur. 

Si igitnr u ex dfi-|-ti^= V functio est integra, haec erit pars in- 
tegra ipsius radicis ^V. Haue igitur extrahendo et subslUuendo, res fa- 
eile scrutatur. 

Ex. V = ä' + b + 2abx + b^x\ 

Uode 11 SS 6a? + öl quod probes: (öti + ti* = J + (6a? + a)*= F). 

Patet igitur, aequationem Bu'\-\i^^=^l^Q^^2ahX'\-c radice iiitegra 
baud gaudere, uisi fuerit c = a^ + ^« 

Ex. Sic F=iÄ^ + Ä + 2(a6 + c)ar + (6^ + 2iii?)ar^ + 2Ji?a?^ + c'a?^ 
reddit tis=:ii+^^ + ^^^* 

Sit vero jam u functio fracta = — , eritque 

Si igitnr F fimctio fuerit integra, ut obiter jam admisimus, cum 
r et n commoni careant factore, r — dn Decessario factorem it admittat. Sit 
igitur r-^dn + ny, flr = ö*n + n9j/-|- v9n, eritque 

quae iutegra sit, ideoque &^n'\-2vBn^=^^n atque 

F= ay+y' + HA et 11 = v+^- 

Ut vero lila aequatio d^n4-2ydn ss (An in functionibus integris n, y, fx 
solvatur;, quae graduum ri\ y", y^ sint, necessario sit s/' — 1 s= |üi^, quia 
ipsius termini respective graduum ii®«-»2<;y*^4' ^^ — 1 ^t fA^' + ^" ^nt, 
ideoque (si vel fA^ssO foret) boram duo ultimi soli in potentiis ipsius x 
altissimis conveoire possunt. Quae cum ita sint, erit necessario F gradus 



\ 
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:^i/^ alque dv-f-f^ gradns i/'~l| quare, sicuti modo vidimos, v pars est 
int^gra descendentis radids ^fV atque fi ss V — {v^-^dv). Fuiictiooes 
igitur y et fi semper immediate x V hoc modo iiiveniuDtar, deindeque n 
ex d^n + 2ydn = |[/in per coef^cientes indelerminatos vel alUer petilar. 

Adhibeiido scilicet methocim Newtoiiiauam , facile seriem asceiiden- 
tem vel descendentem pro n inrenies, qiiae num alicubi abrumpatur, ut eo 
fanctio integra evadal, facile ex lege coefficieDtium judices. Sit ex. gr. 

5« + «^ = a + x^ = V. Erit igitur /F= x-^ ^ +••••> ideoqoe v s=^x 

et fi s= a — 1 = coDst. atque d^n-^'ixdn = [in. Aequatio vero 3'n-f 
— .xdni= [in per series resoluta sappeditat 

si /x = yr = tf — 1, et rlz=ir.(r — l).(r — 2) ....(r — (v — 1)), ideoqoe 

abrampitur, quoties r uamerns est inleger. Aeqaatio igitur proposita 
dz + z^ =s a + x^ in qua c=:4et «=1 + 2 r, rationaliter integratur, 
quoties a numerus est impar positivus; ut a=rl, reddit z^=^xf a=^3, 

^~^+x5 ^ = 5» *~^ + ¥rf^5 et Ä = 7 (r = 3, ii = ar^ + ia?), 

« (= -;r + v) = a? + ^'^^'J'J , etc. ( Eodem igitur casu iutegrabitur b^y 

s=i(a'\-x^)y, uec tarnen rationaliter.) 

Ex. Sit deinde F = 4' x = 4« + 4i or + 4,a:' + 4, a?^ + 4* x* seu 

F= (2'a?)'+l«a?, 

(nempe 2'x = j?^4-iix+ ^- si F = x* + 2iia:' + ftar-+i?a: + rf)i 

ideoque v = V^(4'ar — l«ar) = '2'x atque fi = 4'a? — (2'ar/— a(2'ar) =r 
l^'o? — a — 2a? seu ß formae l'ar = lo+ li^r^ ideoque 5^n-f- 2.2'a?.öii 
= l'a:.n. Ad quam simpliciorem formam igitur 3tr + ti^ = 4'j? vel 5^i| = 
4'ar.)], si di] =: ut] semper revocatur. Illam vero per series Newtooiauas 
«-esoivendo, casus integrabiles facile aguosces. 

Observamus vero, ri tuoc taiitummodo functiouis integrae polestatem 
fore, cum hojus functiouis omnes factores multiplices sunt. Sit enim n z=s ;r", 
eritque 

^ = n.^, lll = „.§l= + („--.)(ifI)' = „_2..„.i|S, 
ideoque xiTTd^TT + '2nv7rB7r — (itt'^ = n{l — n). dyr\ 
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Nisi igitor tiasl Ma rsssn fuerint^ tt ejosmodi necessario sit, at d^ 
factorem tt admittat Sit vero tt ^ Cx^' .x^^"" .x^^^ .... = dHaf")^ et 
or^ = ar 4- ^19 d?2 ^= ^ + ^ ete., eritqoe 

da- = a-.(^ + ^ + ^ + . ...)=«-. S4 = x^'.x^^.Xy^^.... Xy, 

Dt vero d;r^:;r faoctio sit integra, c neeessario =^0 sit; si enim Ci s= 
— 1 foret, ;t factorem Xi admittere deberet, id, quod fieri neqait, nisi a^ =£ 
ideoque x^^ omniuo absit. Factores simplices ipsius ir igitar expoDeutibas 
a SS >»> 2 gaadeant nisi n = 1, qao casu n potestas non est 

Adootamos vero \Anc corollarium functionem Btt^ factorem tt tum 
tantummodo admittere, cum ir factores habet omnes mulHpUces. Jam vero 

sit V funcüo rationalis fraeta ^ et primum careat denominator v factorU 

bus aequaUbue, sed gaudeat tantummodo simplicibas Vo • Vi • . • • 

Sit vero n = ^, eritqne 

Carent vero et Vo et ^ factoribus, quibus gaudet v^ (si yssy^^vj, ideoqoe 
y,i functio integra esse uequit, sed ad minimom denominatore Vi, ideoque u 
utrisque Vo et Vi seu omnibus ipsins v gaudet. Sit igitor 

eritque yd« — ardy + «^ = y^.-^ = ^y, seu z(z — 3y)= y,(^ — dar). 

Caret vero z factoribus ipsius y (si enim z^=^^Vo foret, baberetur 

n =: — 9 ideoque abesset divisor Vo in u, id quod band licere, jam osteo* 

dimus) ; ideoque si z inlegra est, necessario sit z =z d y -f- r • y, (exsistente 
V integra) et igitur 

u^^-yv, et F(=:aii + ii') = ar + r' + 2r.^ + ^ = ±, 

unde f = y.(t?^+3r) + 2r5y + ö'y. Sint vero jam inlegrae f, y, r gra- 
duum ^^t ^S ^^S erintque bujus aequatiouis termini graduum fj )^ + 2ifij 
i^ + r"— 1 bis, et y'' — 2, ideoque (quia r^'>0> — 1) ipsa band valebit, 

CreUe's Joamal f. d. M. Bd. XXV. Heft 1. 4 
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niai fiierit f — i/^ es 2 1?^ =s par. Tom vero termini vdi> + 2rdv + d'y (am 
depressi eroot ordiois, at v ex aeqoatioue vr^ss^.... definiatar, seu erit i> 
p€trs nUegra radicü /"(f-Oi si v*^ descendente serie exbibetor. Coefli- 
cientes enim tP-^-l ipaias v ex v^^ -f* 1 terminis lUins aeqiiationis altbaimis 
a?''+^* . (ö or^* + öl a?"*-^ + .... + «^o ) detennioaDtar ( hia acilicet factia 
SS v.t^+ =: (4a?^'+*,«^-*+ .... +*^,).(i?x*'+i?i «?•'•-*+. ...+Cv.y+..M 
unde r^+l aeqoationea ad c, c^^ c,, •••. c,« definieodos idoneae exoriuiH 
ttir}, qaibus nedom altisaimos reliqaoram (ydt7-)-29dy + d'v) termiooram, 
qui grados tautaminodo 1/^+^*^ — ^ ^9 iogreditar. luveoto igitar ita Vj 
aobstitaendo comprobandnm eaty uuoi ioferiorea ipaioa ^ termiDi isti valori 
coDveoiaot 

ex. gr- F = — JEp^— « f , entqae 

ü = ir(a?\2'x.(a?* + a)-0 + ....Ä/'((2a-a:^ + 2.2ia? + 2o)(ar'— ^ 

= ^(22X*+2-2ia:' + (2t~22a)a:*+....) 

sea r s= a + ß^ + 7^% obi y =s ^22 etc. (Eoedem vero yalorea ex 
identica (ya?*+ßa? + ay.(a?* + a) + .... = **.2':p + .... obtioeaa.) 
Sit vero neceaaario ^ssv(r^ + dr)-|-2«dv-{-d'vy aea 

3'a? + ar*.2^a? 
= 2 + a(a^ + 0)+2(2a+a(aß+y))a?+(40 + «(ß'+2a7)+(ß+a^))^^ 

+ (2y+aß7 + (aß + 7))^'+(«y + ß' + 2a7+....)a?*+.... 
unde S'ar determinatur. Si igitar 3^a7(=3o+3|ar4-32ar^+33^) ejaamodi 

ftierit, erit u ss, — _-j-|-a + ßiP + 7^. Sin vero ipaias 3'a: (vel 0) 
valor alins fnerity du .fti^ ss -^ ejuamodi integrali u as — 4- r band gan- 
debit« Nibilo tarnen minna fieri potest ot z^ ideoqne v fkndio rit fracta 
SS — • Hoc igitar valore adbibito, erit 

ideoqae ^*^*^^~ *^ functio integra. Carent vero r et n factore commani, 
ideoque tali gaadeant vel v et n vel r — dn et n. Jam vero ai v et n 

factori commoni Vq gaaderent foret v =s Vo Vij » = '»Vo et 11 «= -— ^ + — -^ 
+ ■7^» obi 7^ in ^ + 4 reaolvitur, at jam ait ti binua formae -^^ + 4 
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et a s= d v„+ «, atqne ^ = 1^ + A = ^i!^±*fi. Foret igitur 

ideoqae divisorem y^ contioeret (contra bypothesio) , nisi vel -^-— — ^ in- 
iegre faerit vel fA = iii.Vo9 ideoqne lz=zk.Vo. Sin vero /=A;.Vo ^eu 
jüt sss ifi.Vo foret, erit — s= — ^ = ^ 4. ^, (fanctionem scilicet decompo«* 

nendo ) , ideoqae u es --^~^ + — 9 qoare loco ipsias a adbibendam tan* 
tummodo foret a + ßo« Si igitur decompositio rite effecta fuerit, u semper 
factore Vo carebit Sit igitur necessario — '^ - ^I integra, ideoqae a — d*vb 

s=5 >i.p„ SS a (quia a et Vq communi carent factore, ideoqae ~ integra eaae 
nequit, cum ita u denominatore Vo omnino careret), et igitur 

Quare (in ti) nunierator ipsius 1/0 nibil nbi Bv^ esse poteat. 

Erit igitur necesaario u ss —^ *f* — , carebitqae n' factore Vu; ca- 
dem vero de causa aderit -^ + --^ + .... (ai v =: ^oVi^j ••••)> ideoqae 



dy 



V. • V, 



erh ff 8s — + -^ 9 carebuntqne n et v factore communi. aicuti etiam r et n. 

Erit igitur neceaaario r — dnssSit^ ti u^=^ -^ -^ — ^ + $, ubi n 
et % functiones sunt integrae. Hoc igitur in -£• s dti -f- u^ subatifuto, erit 

seu 

P » y(a j + j») + a«v + 2$dF + (?^^^^ii±^^''-±M!:^) . 

Sit igitur neceaaario ^ — ^*t ^*** ^^ fuuctio integra quaedam jüi et igi- 
tur tum 

tum vd^n + 2(vS4*^^)^^==^l^^« Sin^ igitur jam v, ^, n, fi, S functionea 
graduum i/', ^^ n^, fi^, 9t, eruntque bujua aequationis termini graduum 
i/>+ii*'-.2 bia, «)i/>+gi+n«— 1 et fx^+n*', ideoque erit fÄ*^ = 9t + iro— 1. 

4* 
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lUius vero saot gradas fy u"+29l, >v« + a— 1 bis, >i/'— 2 et pi"« 
9t + i/^— 1 ideoque quia 9J = >0 necessario erit JX = -^-^^^ — , mr^mV/iir- 

^« fj^Vtir S:= v^(^.v"'^*f* •••O9 sicoti modo ostendimos, (differeulia enim 
akissimorum graduuoi est 9t + 1 9 ideoque absqoe ulla ex reliquis termiDis 
orionda turbatione inveniantur 5X-f-l ipsius $ * coefficientes ex allissimis 
horom vX'^ — ^ + «««*^0). Semper igitur inveoitur % pars integra hujus 
radids, deindeque fi ex prima aequatiooe, postmodnmqae n ex altera. 

Sit ex.gr. F= —r~% = — > ideoque ^8=:6 = consL et n^=^a + si^^ 

eruntque illae aequationes 

h = (a + a?')(r + ö$) + 4a?.J + 2+|üi atque (a + a?')8'ii 

+ 2(J + 2a?).an = (üi.ii. 

Fit vero $ = •"( J.(a?^ + a)~* + ....) = (quia 91 = — 1 contra seosum, 
ideoque /x = J — 2 = const atque (a + a?^) 3* n + 4 a? 3 n =s fiit. Haec vero 
per series resoluta praebet 

n — XM..\j;^ 2(2c+l) ^ 2(2c+l).4(2c— 1) 

_, c{c—i){c—2){c—i ){ c—i){c—S).a^x^ . v 

^ 2.4.6((2c)» — l)(2c— 3) +••••;> 

si fis=c(c4-3), seu 4 = (^ + l).(^ + 2); quae series aperte finitur, quo- 

ties c numerus est integer. Aequatio igitur d u + ^^ = ~r — rationaliler 

integratur, quoties b dictae est formae, nempe 6s= 1.2, 2.3, 3.4, 4.5 elc. 

Ex. gr. du + «' = — T— -?» habet c=l, nesj.o;, $ = 0, 

x^ et Igitur fi = — - 4 s= — I — - A . 

Tandem ad casum yeuiamus, quo ipsius V denofninator factoribus 
gandet aequalibus. Talem dari integrabilem, vel exinde patet, quod, facto 

ii_:-L + X,fit Fseu 

ubi mrsum pars --^ in — + — resolvitur, si n factore x caret, ut sit 
anivershii F = ^ + — , ubi 
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Palet euim, p et P (vel y et n) ita accipi posse^ ut A baud eva- 
nescat, ideoque V divisoreni x »aepius contioeat, si c ^ 0. Vice versa 

igitar data V = ^^— ^ , haec fractio in ^ + "5" resolvetnr^ idque ita, ut A' 
gradns a — 1 sit, (existente -^ ^r^ctione impropria, si V ejusmodi est) 

Tqdi vero, si radix rationalis est, u:=:-^^^- poni poterit et p 

gradus c — 1, (et ^ impropria, si opus fuerit). Eritque universim as=2c, 

nisi c=:1, quo casu a= 1 esse potest, ut vel ex antea traditis elncet. 
(Tum euiui erit p const. sicuti P, ideoque A =:i p^ — p^Px z=iPxf si 

;i = l, ti = _4.i et -5^ = — = —, ideoque ö=l, dunimodo;>=l 
fuerit, alias vero a=: 2c.) 

Sin vero c>l, ex. gr. i? = 2, erit p =: t^xsspo+Pi^, P = 
Po + ^i^> ideoque A = (po+pixy—2(po'{'PiX)X'\'(pi + Po + Pia:)x^ 

A 3*jr -4' 

seu A forma 3"a7 = 3ü+3i^ + 32^^ + 33a?*, atque -^ = — r — "^ » ®' '6*" 
tur a= 4= 2.C, nisi />ü = ftierit, quo casu -^ = — , seu revera i?==l, 

atqpe^, = ^=: "^Z'^ , seu ii = 2 = 2.c, (ubi a = 32 = Po + /^i— /^I 
et ß = 3, = P4), 

Universim igitur, si p baud =0, cum a? = 0, ideoque ;i factore x^ 

ut decet, caret, erit a=:2c. Data vero fractione F^ facile iuvenitur ejus 

A' 
pars — et A' gradus a — 1 , tumqne necessario erit A s= A', unde et p 

▼ice versa invenitar. Sic , cam c ss 2 , fit 

3 3 

unde />o= /"3o, et /ii— 1 == ^ = ^-^'g-. Innotescit igitur ita p, et etiam, 

81 lubet, P ex ^^ Erit sdlicet, si c^l, universim p — ^c.x^^ pars 
jfradus c — 1 radicis ^ A ascendentis^ ubi termini cum x"^ et altiores, qui 
in p non adsont, negliguntur. Sin vero a = 2 , c = 1 et ^^ = ^ -f A ^^ 
erit j9^ — 29=.jlo, seu ;tis= const. Sic in exemplo allato, quo c=:2 erat, 

fit ;> = ar + /"(3„ + 3, a: + .•..) seu ;> = iT.io + (jy^ — |-l)^* Patet enim, 

tenninoBi {dp^'P)x*' omitti posse vel ita acceptum inlelligi, ut extractio 
dat{ nihil enim aBp facit, cum bujus altissimus terminus sit pe-^iX^K 



'[t- ^/^j 
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Similiter vero, si alias ipsius V divisor faerit (J^ + ^)% inveniatur 
numerator idoneas faciendo x-^-hsscc,^ ut jam sit ^ ^=^ ^ + ~^ + # < 
rursomque, si alter est (^ + ^/ T'' ^^^ ^//'S inveniatur eodeni modo novm 
pars -^,9 bocqne continuatnr, donec omnes divisores in calcalnm vocati 

fuerint. Qao facto • erit n 2=^ 2 -^ + -^ « et tum n nulluni cum deuomina- 

tore ipsius V factorem communem babebit, eritqne ^ fractio impropria, si V 
ejusmodi est. 

Sin vero xl.x/".x„^"'\...^azv posneris, erit J^= -^ (quia assi2c)^ 

ideoque jam poni poterit ii = h "^ 9 invenieturque numeratur tt ex ^~ 

vel addendo ^4- -—r + -^777 + .*»« Substituendo igitur, si vdir = vStt — t3v, 

Sit igitur necessario q.-^ —.v^ fnnctio integra, ideoque ^ cum n et 9, 

aicuti n et Vy factori communi careant, etiam q — dnss^n. 

Sed ulterius (27rq'^vdq^q)[y):n functio erit integra, ideoque, 
quia jam qssidn + fn, et igitur 

2irq'\-vdq+v.qf = (2T + v>r)(9fi -|-yn) + y.(d'ii + >röii +n3jr), 
erit et (2T + vrtdii + v9'n + v>r3ii s= fi» et 

atque 

= v(df + f}+2^}[ + (ij SI = ^ . 

Ut igitttr res succedat, primum B ejusmodi sit, ut — — ^'Z functio 

Sit iiitegra (^Q^dir)i deindeque ex bis aequationibus eodem fere modo, 
quem jam antea adbibuimus, qnaerendi sunt Xj fi et n. 

Sunt scilicet bujus aequalionis termini graduum 0^9 v*'+3x^ )f^^f — 1, 
TT^+f, fi"" et in illa ^^+n*^~t, i/>+ii" — 2, yO + ^ + n«— l, (üt^+««; 
est vero ff"«<i/'— t, ideoque gradus bi sunt: &\ y'' + 2f', i^+;t''~l 
bis, fi^ et vO^.|,o_o big^ ^^^n'^+f—l, fi^'-^-n''. Necessario igitur sit 
^«^i/' + lc^^— 1, ideoque ©^«v^+^A unde f^^(&'^)r), atque igitur, 
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qaia ©^•~jüi'*»^"+ 1 , ut antea, ;c « /"(©.v"* +..•.)> quo iovenlo facile 
obtioetur (i^ deiodeqae n per series. 

Erit nempe fis© — y(^df+f) — 2;rx, et postmodom n ex 

putatur. Quibii8 ioveotis, erit solulio aequationis dir + ^^ = ~T ^^^^ 

ussz — -{ 4* ;r. Qoaeritor vero ir per partes, ut iodicavioiDs, vel etiam 

ex couditionibus ^^ ^-"^;t" — ^^ integrae, zr^sss^i/'— 1, et Tad v pri- 
moiiiy peti poterit 

c «SS 1, erhqoe /r* — ;» = 2,,, /» ä ^±/"(2„^^) = const et igitar 

jr,=« /-(ev-») = y(2,4.|i)+.... « /-J, = court., 

fi es 0— x'.2, — 2p. /2j SS 2, — 2/». •"22 = coost., 
ettaadeoi (a4-^)d^'>+2(P+(A+^)/'2s)dn=fttt. Facti« vero '2p=itu, 
2/'2,e3ß) a+«»7) ß«=|E(? bino obtioebitnr, 

« - ^^{,+l<-i).(,+(.£^§jk=l).(,+<£=^jfe:^>+....))) 

ideoqne erit n integra, quoties ^ seu ^ sea ^j^ iT/*(^o+i) uumeras 

eat integer; praetereaque baec series abrumpitur, quoties y seo Qp + ^ sea 

2 
2^ + i±/*(2o + i) wt integer et >0. His igitur casibus iutegrabitur 

2^x 2 2 

dif 4. ti^ csa — — -SS -^ 4. — L ^ 2^. (Universim vero n, ideoque et u, per in- 

dw «JT JT 

t^raUa defioita exhibere licet.) Ad eauden formam revocatar 

(ai, + a.x)d'y + 2(A|, + *,a?)dy+(«b + <?iar)y » 0, 
qiiae aiaüiiter integrator. 

Bx- ^-=;^5 Ä.v«a?', A=A+^, („bi f integra et 
gnMlo«SJ<2c) 

/» SB ic4?*~*+/"S'» SS ^r*« (grados c — 1) « a", 

Qttia Tero> si uniTeraim fanetioiiia z gradom per «" iodicamiui, «"sss c— 1, 
erit (^)° « «;— 2, et igHur &^f+e» x" = *(Ö"— «) = *€^» ideoque 
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iiecessario sit f par (= 0, 2, 4) et posUivus. Si igi(ur aliler acciderit ( ut 
si ^^=1 faeril), solutio ratioualis non datar. 

Sit igilor Ex. gr. f =: seu ^ = const, ideoqoe & =. c^ seu 

@coO*x, eritqne f = seu ;c = const. uempe ;t = ^(-t)» ®t igilur fi s= 

© — 2n'f — jc^a?% (üt"=5<;c, atqae a?''3^n + 2(r + jra?*')9n = /xn, unde n 
peti poterit. Est vero jam ;r = ^cxp^^ + a, si n^ = &09 ideoqoe 

= £l?Zl£)a?--2^.gar% 



quae functio iutegra baud est nisi css^2. Jam vero ad casam ^ = 
descendamu», seu aequatiooem dfi-|-ti^s=: — ^; ad quam integrandam imme- 

diäte ti = -^ -] pooere licet, cum integra je aperte evauescat. Facieu« 

dum vero est, ut jam demonstravimus, p^=z a^^-^cx'^K Substitutiooe vero 
effecla, reperitur a?^ ö^ n + (2 ft + cx^') ö n + 91 x'"^ n = 0, ubi 91 = £l£z:il . 

Haec vero aequatio, casu c = 2, facile integratur; i(emque casu c = l (nempe 

sub forma n=Jlar''*+Äa?''>)* Alias vero, si n = n^j?'^ 4-040?"*+ Ö2^''* + ---* 
substituimus, ex termiiio primo Ax'"^^'^ = colligimus y(v — 1) + cv + k s=zO, 

uiyle v=l — ^c vel = — \c, et igilur c = 2 — v vel =— 2v. Prae- 
ter casus jam exceptos foret igitur v negativus, ideoque n functio haud 
integra, nee igilur solutio rationalis, vel etiam expouens c negativus =s — r. 
Hie vero casus, seu d ti -f- ti^ = a^ or^'^ ex regulis antea tradilis aliquantum 
aliter tractaudus est. Faciendnm sc est 

II = )c H — - atque ;c = ^{ä^x'^'' + ....) = ax', 

ideoque ö'n + 2r ön + ii5jc ==: 0. Quae rursum facieudo n = fla:*'+öxa?*'* -f .. .. 
reddit r = — 2v, quare propria baec Riccati aequatio rationaliter non i»-- 
tegralur. Sin vero seriem pro n evolvis, reperies Solutionen! algebraicam, 

quolies 2r = ^txt» 9^*® J^"* ^*" innotuit. Tandem, ut methodi nostrae 

praecipua mmnenta aliquantum mutata breviter repelamus, si proposita fuerit 
aequatio rfy + (fl + *y + cy')rfx = rationaliter integranda, primum 

I. ponendo X = 7- — y -(y + ^y) *" formam </« + (ti'— F)rfx = 
Iransforniando est. 



k 



2m Hill, de radicibus raiionalibus aequaiionis Riccatianae. 33 

II. Deiode funcUo rationalis V similiter praeparanda est, ac si integran- 
dum foret Vdx; nempe ita dispescatur, nt sab forma 

exbibeatar, exsistente tnfx fuoctione integra gradas m, atqae indi- 
cante f summam plarium fractionom propriarum formae adscriptae. 
HL Tom, si m nomerus est par =2r^ radix ^{mfx) descendenter ex- 
trahenda est, cujus pars integra sit =;: (formae sc. r^x). 

IV. Postmodum, si a>>2 et a = 2c, facieiidum est j?-f*ß^=^ atque 
r'x^ss^q^z, atque ascendenter extraheoda radix /'(q^z) usque ad ter- 
minum z^^ inclusive, quae sit R; sin vero ac=2, quaeramus p ex 
aequatione p^ — p^sia'' — bß. Quibus undique inventis, atque in unum 
collect is 

V. de-u, »^,+/-j- +/^4 /«+ W^ +^ Wen. 

dum est, et substituendo bnjusmodi aequatio vd^n'\'Kdnss f^n in- 
venienda, ex qua per seriem finitam functio Integra n detegenda, si 
soluUo rationalis datur. 

Facile enim tibi persuadeas, functionem banc ]t, cum integra ipsius u 
utrobique sit pars, illae antea descriptae convenire. 

Sit ex. gr. F = 2o+2,^+2,jr« ^ 2, + ^""ti''^ > «"tque mox ex 

mom.III.) j:^=s ^^29 sicuti antea luvenimus. (Simul observes, regulas, quas 
antea ad casum, quo V in denominatore nonnisi simplicibus praedita esset 
factoribus, ut metbodi genium develaremus, proponebamus, idem omnino sup- 
peditare, ac quae nunc praescribuntur. Rem sc. ordine^ quo deteximus, 
proponere libuit.) 

Sit ex. gr. 3« + «» = ^^^^^ = _.(___) faciamusqae 

11= 1 — j— + ~' reperiemusque ita (a?' — e^)d'ii4-4a?dn — 4it =:0 

seu eandem aequationem, quam primus modus suppeditabit, (ubi a=: — e^). 
Hoc vero ulterius alio exemplo fusius, et quidem variis modis tractando, 
illustremus. 

Ex. Sit ati + ii'=^* + aa?4.6+^+4 = ^(etig"lursolemnes 

V X X 

cxponeotes « = 2, c=l)5 fac ttr=:^-|--2-, ©t ;>*—;»=:/', eritque 

Crelle'« Joara»! f. d. M. Bd. XXV. Heft 1. 5 
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6X regulis antea tnditis iacieiidiim est ^^ssdn+fn, qood substitiiendo et 
faciendo (JL+xdf+2pf + xfsa'^+az^^bX'^e obtinetur 

xd^n+2(p+fx)Bn = f*ii, 
iibi X) fA ^t M neoessario stot functiones integne m u ratiosalia est foncüo. 

Si vero fimdioniun jr» fi« v gradue eiint f^ ii^ et n^j emnt grados 
termuiomoi altissimi in Uta aequatione f&^y 2f'^t atqoe 3; in hac vero 
sunt n^ + f^ et fi^+n^, ideoqoe neeesaario ait fi^sszf^ (qnod cnm antea 
traditia GonYenit, quin ysx et v^sl) atqneexUk (2r^+l =s3)y^s= l, 
aeu f formae ]E«+)^i' atqoe ii es f^+(^^« Qiubns ▼aloriboa anbalitntia 
oritnr 

f«i>+2|^R>+(Mt+(2|^+l)n+jr:)^+2fcftx*+;r:«' » e+bx + ax'+ ^, 

quae aeqQatio identica ait, ideoqoe aoppeditat 

onde faeile eliciontor 

1 «o . 2JI+1 «*e* 

Ita igitor inventis j et /i, erit x^ii+2(ji + a?ft+^jp*>öiiss(p^,+^x)ti. 
(Obaervea vero, si fonaolas antea traditaa presaioa aecotns fberia, fore 

^ = 5 + «** + *«' + ^*+A e^^ + ax' + ftar + c, 
ideoqoe 

ex noper vero traditia erit 






qaod ad «andMi « e q- tioDf eondMÜ: 
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Jam vero (nin jx^O, qoo casa diissOi) ex ista aeqoatione evolr 
vondo qaserenda est fnnctio integra n, qaae jaln mt 

qua aubstitatay hae oboriaDtar aeqoationes 

1) 2fiV = iitj 
(quem valorem jam inseqoentes introdaximiui) 

3) 2h.2o^ = (Kv— l) + 2/iv)a+(2xo(v— 1)— (Wo)a, 

4) 3;i.3a, «=((y~l).(y— 2)+2/>-(v— l))ai + (2|Cö(v— 2)— fÄo)at 



qoae rite wlatae soppeditant 



11 ir = ü*- 



(qui namenis integer sit, ut solotio rationalis evadat), 
2) a.^-^hl=±sl,a 
Q^ « — * (»-i+2;>)«4-(2y,-(''-i)-^.)«» 

. _ (i>~l)(y-2+2pJa»+(ayo.(»~a)--fto )«, 
4) 0, — 3^25^^ , 

onde jam intelligitar) fore nniversim 

« ^ (»~r+l)(»— r+2p)iv-i+(2fo(v-r)— M>)«r 
^H-i« (r+l).2if, 

Jam vero apparet, fore n integram, qooties duo a, at a^i et «r, evaneavant 
Sit exempU gratia r sl, atqoe fio = 2^«») aeo jUq.jCi bs fCi)Cb (ande 

aissO)) et yesi^ SS integro, eritqne n^ad^^j si praeterea v(v — i-^Qp) 

s=0 sea vel i/ = l— 2/» vel ys=sO{ tomque erit 

(sea u — f: vel ss -^ vel s= ""^ , qaod eodem redit. Sit deinde ''=:2y 

et Ol «0=^09, ideo^ae y— l(v— 2+2/») = atque 

v(v— l+2/»)a + (2}ro.v— 1— fdg)«! = 0. 
Erit igitor vel » = 1 vel if» 2(1—1»), atqoe 

n = a*''+a,af-» et u^£^ + f aj+a,sr-i 

6» 
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eritqoe jla = i> ^^ = 0> si ;^ s= — ^, ideoqae n s=s a(dp+^) atqae 
ti SS 8:r-^^^^ 4* irn» 9^^ igUur solatio ad aequationem du^u^ ss 

ülterios progrediendo alias qnaeraa, si Inbet. 
Londae d. M Maii 1840. 
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3. 

Disquisitio, qualis aequatio dififerentialis gaudeat inte- 

grali algebraico completo? quaKsye primarie transoen- 

denti? quaenamque forma integrali competat? 

( Anctore 0. J. D. Bill, mtth. prof. Lundae.) 



»Sit illad N^ (Xß y, c) ^= i=s n, cam constante arbitrio c. Irrationalitate 
soblata formam fanctionis integrae induere polerit, postmodumque ejus dif- 
ferentiale dn-|-dii.dys=sO rationaliter continebit x, y et e, ideoqae eli- 

minato c, supererit aeqoatio rationalis inter x, y et y' (esdy)^ quae se* 

X 

condam y* altioris band erit gradas, ac ipsa ii = secuDdum c. Ipaa enim 
illa aequatio differentiata n^^Ui.y^ssO soppedital y^ rationaliter in c, ideo- 
qae ipsi y' plores valores diverses (pro iisdeni x et y) triboi nequit, ac 
quae ipsi c ex aequatione ii=sO competit; quare necessario ipsum y^ per 
aequationem ejus gradus, cujus est n secuudum c, determinabitur; (vel 
etiam minoris, si e valoribus aequalibus gaudet, quos tarnen facile per d n as 
exsulare facias.) 

Sin vero aequatio ii = ipsum c rationaliter uon contineret, ipsa 
vel secundum c rationalis efficienda esset, vel etiam resolvenda. Si igitur 
ita obtineretur cssz, seu c=iZ{Ty)j exsisteute z functione irrationali vel 
etiam transcendente quadam ipsorum x et y, obtineretur statim dcss Ossz 
z^dx-^-^Zidy, seu aequatio differentialis dy-\'pdx = Oj (exsistente z^zzzp.z^^) 
quae universim illius fanctionis surdae vesligia aliqua retinebit^ vel etiam 
aliquante simplicior evadet. Differentiando enim functionem irrationalem gra* 
dus cujuscunque^ obtinetur omnimodo similis. Si enim est y ejusmodi ipsius x, 
nempe data per aequationem rationalem n^(x, y) = 0, erit n'dx -f- ar^ dy s= 0, 

ideoque -^ rationalis functio ipsorum y et x, et igitur irrationalis ipsius x 

ejusdem gradus ac y, attamen unicam ubique dimensionem minor. 

Sin vero / fuerit functio transcendens vel etiam algebraice ex pluribus 
transcendentibus (f)x, xfjx, ^x etc. composita, nempe y = J((par, yf/x, ^x, .•••) 
babebitur dy aeque composita, vel saltem paulo simplicior; est enim formae 
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(ay«).l((P',^,^.^(p+^((p,^//',Ö.a^+2l((p,4/,|').5$+..•. 

X XXX 

ideoque universim By easdein transceudeotes (P^ ^^^ ^ algebraice continet, 
praetereaqae hamm derivatas d(p, d^, d^, •••• lineariter, quarom ooaqaaeque 

XXX 

räa primitiva aliquautom simplicior censeri potest, vel ad maximuin aeqae 
transcendens. (IJst enim dLx^/R — = algebraica, dß^zssß"^^ dSx ss Cx, etc. — 

X «^ X 

Univeraimqae omnes fuoctiones civitate analjtica hac Qsqoe donatae, inte-> 
grando ortae censeri possunt, eoque roagia coroposita ac ipaarum derivatae' 
qaamqoaDi ioterdom nonnullae^ ut dTx, speciem difiSciliorem prae ae ferant.) 

X 

Hinc igitur elucet^ universim ipsam y* ut foDctionem irrationalem 
ipsiua X ejusdem gradua ac y, vel etiam nt transcendentem ejusdem ordinis 
ac y censeri posse. Hac vero ipsa de causa jonctae genuinam soam na- 
turam occnltare possorit Quamquam enim in aeqoatione sf^äx^^Zidy^s^O 
nniversini fnnction^ surdae (irrationales vel transcendentes), qnae in in- 
tegral! zs=:€ adsnnt, vestigia soae rellqnemnti (vel enim eae ipsae vel 
saltem eamm deriTatae hiiic insunt); fieri tarnen potest| nt in aeqnatione 
redacta äy-\-^pdx es nonnoUae vel etiam omnea sublato, cni insnut 
factore^ ipsis z* et Zx communi| eyannerint 

Hoc ex. gr. evenit^ cum aeqnatio formaib fnerit JP^Qssc, vel 
ß^Qss^Of aurdaeqne ipsi P insunt; tum enim obtinetnr 

yel «ss|^-f"^*^i+'^i ideoqiie si n=s— fiierit, ita abiet quantitas ir- 



rationaü» ^(P^) 9 et in postremo casu aliae transcendentes baud remanebunt, 
ac quae in dp adsunt« Factor vero sublatus erat P^^ vel ß^, ideoque 
ex eisdem surdis composita ac z. 

Ut vero ordine procedamus, videamus primum num aeqnatio integralis 
z^s coubU radicem continere possit, quae in aeqnatione differentiali con- 

« 

spicua non ait Sit ipsa 1) quadraüca, poteritque semper z sub forma 
a^^b^e poni, exsistentibus a et 6 functionibus ipsius x band ex y^c 

Iltis. 

Diflerentiando invenitur dx ss ^^ , ideoque 



n ir iiinI 
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X Y X X y y 

s= — (26)^c.aa-aa+a(6^c).d(6^r) + 2*/'c.(aa.d(*'c)— aa.a(*^c)) 

X r ^ r «y y* 

:(d(*^c))»— (2*^a)^c. 

y y 

Hie igitur yalor {ideoqne p in aequatione diffl inde Oriente dy'{-'pdx=zOy) 

radice /'c caret, qaoties vel a absolole constans faerit vel da: da s= 

* y 
d{b'^c):d(jPc), ideoqae integraDdo a s= <P(&^^)» i* e« ^ funclio ipsius b'^c 

X y 

sea ipsius b/^c faerit Tarn vero aeqnatio integralis est ([)(b'^c) + b./'c 
s= const., quae resoluta praebebit 6v^c = const, ideoqne 6^c = const. 8io 
vero a constans fnerit, erit jam (z — a)^ 4= (^ c = const. 

Theor. L 8i ijfUur ^c in p non expresse conspicUur, etiam in 
integrale aequationis dy-^pdxssO abesse poterit. Dabitur sciÜcet fUncüo, 
quae radicem exsulare faciat. (De solutiooibus particularibus, vel etiam 
singalaribus, non agimus. Observandnm vero, jam de abseutia ipsius ^c, quae 
algebraice ita efficitur ex a + b/'css^Cssz, ut obtineatur b^cs=i(z — af seu 
6^ =2 (C — ay i. e. constans cum variabilibus commixtum y ( cum sc a va- 
riabfle sit) heic nuliam fieri mentionem. Ostendimus enim, integrale formam 
b^c^si^^z valde diversam indui posse, si sc. ex aequatione (Pu + }^u=:zy 
obtinetur tis=%^«.) 

Sit ex. gr. dy(y — p)^=^^9 + ydp, exsistentibus petq functionibus 
ipsius a? (vel y ipsius p)j eritque sane y =^ p + yTiP^ + ^q^C) seu y 
surda, attamen const arb. C^=^y^ — ^Py—^9 rationalis in y, (itemque in 
X, 81 p et q ralionalia sunt). 

(2) Sit deinde aequatio integralis Cubica, nempe Z^s:^ a-^-bv + cv^ 

atque ^^ = 3^, eritque 

v^dv = dq et 

dz = aa + ra* + r'ac+5^.(6 + 2cp) 

seu 

v^dz = r^öa + 3y3* + 3y3c.r + ftay-|-2cöy.r 

ideoqne 

dzidz = v^da + i^qdc + 2cdq)ü'{^3qdb + bdq 

X y X XX XX 

: v^8a + i3qdC'^2edq)v{-3qdb-i-bdq 

7 y y r y 

id, quod breviter scribatur 
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U( vero jam « is denoninatore toUatar, «BpUftcemas per 

(f«ri)'F»+»o»i.(Pu+»i).yoFi+«'«»ill+K+«'i)*\l,+ r,» 

+ (»; + 1>\) Yo r, 

existeotibos »„, Vi, v^ radlcibos aeqaaüonis v* es3y, ideoque Vu et r^ bajin 
v*+v9 + <'^™0, indeqoe Vo+Vi=£ — v et «^ofi s=sr^; qaare iste faotor fit 

« i>'(F;~FoF,)+».(3yF:-F.F0-3yFol', + K;. 
lo quem igitur si (XnVi* •{■ XiV + JS^) dacitnr, erit novns denonuDator 

r«^(FJ-F„F,)+r'Z;,(3^F:-F.F,) + (F5~3yy„F,)i;r' 

+ »».X,CF;-F„F0 + (3^r:-F,F,)iat^ 
+(F»-3yF«F,)X,»+(F*,-3yF„F0i; 

+ 2;(FJ-F„F,)r»+»(3yF:-F,F,)^. 
Ut igitar hie ab v et r* liberetor, sit necewario tum 

3vi;(F;-FoF0 + (F;-3yF„F0J:. + (3yF:-F,F,)Ä, = 
toin 

(F;-3yFoF.)J;+(3yF:~F,F,)X. + (FJ~F„F,)X, = 0| 
quae igitur sunt aeqaatiooes diflereutialiter particulares^ daas fanclionuni a, 
b, c per tertiam atque v vel g determinantes, qoia 

Xa =s duy Xi = ^qBc'\-2cBq =s d(4^f^).c^q^ et 

JB X X y 

JTj =s Sydft-f-ftdy SS d(gb^)ib^y atque 

XXX 

r^ =: öa, r, = d{c'f)xe'q, et F, = a(y4^)^*\ 

Ut vero istae, quae difficillimae videntur^ iotegrentur, ad ipsamni originem re- 
gredieudum est« Patet scilicet, si brevitatis causa pouimus a + ^c' + ^^ = 2^<^9 
fore z^ssTVf eti ut autea, c)ir:dtr=5 d2^t?:d2yr.(=: P). Quooiam vero 

X y X y 

jam ab dextra parte v abesse censetur, nibil mutatur, si pro v scribimus ro 
et ri» Erit igitur et dzxBz ^B'^VoxBTv^ et 3zidz ^ d2^ri: d2*'r|. 

xyx y xy X y 

Hae vero proportiones facile integrautur, suppeditantque 2^ro = (P« et 2^t;i 
SS \//js, quae igitur aequationes una cum supposita Tv^=^z aeque valent, 

si scilicet aequatio differentialis dzioz s=: P radice cubica v seu v^(39) 

expressa caret. 

Quia igitur ita aequationem s^sa-f-ftr + ^t'^ pouere neu licet, nisi 
aimul Sit (P« ss a + 69u + ^<^o itemque ^4; s= n + ^t^i + ^^I? existentibus 
V, 9o et Vt radicibus aequationis v^ — 'iq s= 0, ideoque r4*<^u + ^i ^=^ ^ 

Crelle'c Joarnal f. d. M. Bd. XXV. Heft 1. 6 
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m sdiioet le^wtii» icJ o iiiitM» ffiae iffimt coUiptar 

Tkeoremm IL Ay—tib üginrntimKn dz^PBzsn dy^Fd^^ 

(fne idoB vakc) « fmm fmmUHm» P mmümm rmdkem cmUcmm t rjii ■■!— 

S SS 

rjriikwt (Tel Hihcw noa haae /^f« aliis üumb, bC /'^ ^r,....^KmmtatSkmm^ 





^e MfMT, «m jtMl iHmr fkmeüo ijppmu Z (L cobsL whit) 
1^ ^ ^ppMir rmhr tu fmmmlkmtUmM mi ittm raüte S ier i» 

3) Hoc vera theorcMi ad radieaB eoapleCaai aeqnat 
Tel ecoMB akioriB gradas, fiwile» Bodo jaa adUhito, exteoditv. 

Sit eräi v* » 3|»r + 3f (Tel ecoM r' + Jr" + ür + C== O = (3*«}) 
pontuqM «fc aatea « + *r + r9' = rr, axtqw Zs2'9 iategnie 
doftis csssPc^s, qoae ipsa raifiee eabiea r earet; crit^ptt at aateai 



ideoqae postresa ratio ^ P, « ipsm r per aeqaatioMai 3^r =^ O 

faciMS. 

Hcc Tero aecesario Taleat, f|aaeciuK|ae radicea r, r^« r^ adiattn 
faeriC ideoqaeeritctia« 55:^5 = 5 ?*r^:a>r^ atqae Sz:?z = Brr^z»:f9,. 

et igiiar uc«sraMio ?'r»3B^s atqM rrass.j/s. 

J«MliBisitvcnls-|-^s4-^« aeafucüo q«acdafliipeiicss(=s2,») 
=s r r + 2" r„ + tfr» L e. tyilw faactiou srwmeineanf radioM r, r«, r,, 
qaae jgiiw ■eceasario ex iadole ■e^wrioniii algebnicae S'r; 
liier « Mf k et c ai^ae coeficieaüfcn /r. f (sea J> 0» C), 
. expriaecv. EsC seflieet 

=: 3« + *-Z,+ c.Z, atfw Z.+^»o, 
et 2. + -J2t+2i» = a ae e^Beerit 2.C»; «3«— *.J+r(J»— 2ÄX 

ak r likr eat (et bc^b C vd f rrpwjj iiiariiiji)»)> 





»»»3|r»+,, 
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4) Patet vero, aimilem ratiociaatiooem ad aurdas cujoaconque grados 
extendi passe. Sit oenipe uoi veraim ;s = n^* r =r ft^^ ^. iii r -f- n, r^ + **•• + ^n • t''* 
integrale aeqoa^ionis dz =i P.dz, exsislente v radioe otcunque composita 

X y 

(vel ex radicibas potentiatibus vel ex fanctionibas aliis aat algebraicis aat 
transcendenlibus, quae solotionem cossicam efficiunt} aeqaatioois 

Jlf <*r =5 sea mo+mir + mit?^ + ....+«iiiit^'* =s 0, 
qaae in P conspicna uon sit, eritqne differentiando 

a«:d« c= ö(ii^r):ö(ii^r). 

X y X y 

Reductione vero rite effeeta ope aeqnationis M^v s» , baec ratio in P mu« 
tabituft ideoqae ipso r carebit. Patet vero, universim eadem reductione 
adbibita B{ri^t>i)iB{fi^vi) in P matari, existente t>i alterotra qnaeeunque 

X y 

radicnm aequationis ilf"r = 0. Erit igitar necessario 

d(ii«r,):e(ii°Ci) = P SÄ a«:a«, 

X y X y 

ideoqne integrando n^Vi=^(PiZf et ai reliquae radices sunt v,, rj, •••• r^, 
erit similiter n^r, = (Ps«, n^v^ssztp^z, .... n^'v^^=^(Pm^ Has igitnr 
aequationes addendo^ obtinebimos 

seu breviter X(n^v)ss'2<()z=i^z. Est vero 2(n^r) functio symmetrica 
radicum «i, r,, ...• r^ aeqnationis üf^rssO, ideoqne ejus valor obtinetor 
rationaliter in coefficientibus n^, $nij . . . . m^ et thy ^u * • • • f^nj iaque 
= <&« seu const. erit. 

Demonstravimus igitur ita brevissime boc Theorema maximi momenti: 

Theor. HL Si zts^pPv integrale füerit aequationis difererUiaUs 

dz SSL P.dz, seu hufus dy+Pdx = 0, fueritque v raiix aequationis 

X y 

M^v = tu ipso P non consjricua, atque n^^v fktnctio quaecunque secun^ 
dum V rationaüs, (vel integra, vel etiam fr acta, quae semper per istam 
aequaUonem ad inte^ram revocaiur); semper dahilur efusmodi functio 



X^^da+2d{cp), r.=da+2d(pc), 

X X X X r y r y 

X^ 9 bdq+Sqdb—pda et T^^ bdq-^3gdb—pda; 

+^,(— r, r, 4-377;) =r 0. 

6* 
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ThBor. V. Si igitur fiierit dy + Päx9=sO^ nee adßierit Lg in 
P, iUiwgwf integrale Iq + Ii — ^ =- coneU; koe et tau wi fbrma^ (quae 

baec i^-— — ^ s=ä cotist esse videtur ) poni poterit^ in qua Log. ampVme 

non conejriceretur. Sin vero poneremus (P« ss -i^^^ foret ^« ss ^^ 

atqae », s= = 1I4 eic,, ideoqae :i? = »0 + ^^^ — 2 -f- ^^^^ ^^ potiM «r 

«impliciler s=: ^^.{Lq)\ cum in forma (ransformata Hq et iii omnino evanne» 

rint Qooniam vero In dubium vocari potent, num legitima sit baec con- 
doaio, com aequatiooem per quantitatem infinitam divisimus, baec res penitiiia 
perscmtaoda est« Admitteudo igitur primom formam inventam « s= a + 6. Lq^ 
nbi a atqne b ipsam Log. q non continet , differentiemns , habebimusque ita 

dzidz = qda'\'bdq'\'db.Lqxqda^bdq'{-db.Lqj 

X y XXX yy> 

qnae qoantitas ab Lq iibera erit, 1} si b constans foerit, vel S) si 

qda^i^bdqtqda^bdq ss dbtdb. 

X X y y X y 

Ut vero ex bac analogia fiinctio a Inveniatar, ponamus db.äy + Bb.dx^O 
Ben db^O, et y x 

{dq.Bb—dq.db)dx . Bq dq 

qda ssB h. y " gj^ r aea ^ = ^^-.dx^^.dyy 

db.ds y 

(qoia jwm^^-^g-mM^dy% ideoqae uitegrando ft ss eonst et -ysC^I^ 

y 
quare mBatpb-^b.Lq^ «eu « ab Log. q pendens gä. abs., vd s s <f)by 

contra positionenL 

Vel 8) Sit qda+bdq9^0 et qdm-i-bBq^O^ ideoqae 

XX r r 

da d{a) 

« y 

et integrando a s» ^1^^ ss ^f , ideoqae 

AsB — qyl^iq atqoe zte^^^q — q*4^iq^Lq. 
Aeqaationi i|^tur diflferentiali , cai Log« 9 non insit, integrale formae 
z = a-i^b.Lq sea a^^b.Lq es eonst, 
tarn taotonuaodo competit, com vel b const. faerity qao casa et sab forauun 

ß^^^ 8s ß^^^.q^ oonst poni potest, vel com z:s=^'4^q-^q4^^q.Lqj ideo- 

qoe dziBz^si BqxBq et intun*ando (vel resolvendo) a e O9 et jfitur 

* y « y ^ 

0«8S3^ fberit. 
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In utrofus igUur casu petH potest Log. f , tarn vero in altenitro 
exponentialem nanciscimor, ot integrale sit^ vel (^ + ^9 = con0t, neu) 
ß^.qss: coust. 9 vel 9 =s const. 

Integrale enim 4fq — grl/^q Lq sss conai. ipson logarithmam ipaius q 
uecessario non continet, sed ortnm censeatar fiinetionando aimpUcius illad 
q == const. (per O). 

C) Sit niterios, silicet z^s^a + bLq + ciLqYj ideoqoe 

dz = da + b^ + (db'^2c^)Lq'hdc.{Lqy 

et igitnr z'iz^^A + BQ-^-C.Q'ia + ßQ+y.Q', »i Q^Lqf differen- 
tiando vero secandum Q, facile invenies bane fractionem ipso Q earere non 
posse, nisi foerit Aia^=i Biß ssCiy. (Et similem coäffieieutiQm propor- 
tionem ad fuoctionem fractam quamenmvh eodem modo inyenies.) Fractio 
jgitor, quae dzidz exprimity ipso Log. q non caret, nisi fuerit 

X y 

qda'\-'bdqiqda-\-bdq es qdb'^2cdqiqdb-\-2cdq es dczdc^ 



Ben kdade =s b.kBcBLq et 

X y X y^ 

KBbdc SS 2c.KdcdLqj 

X y « y 

81 A funetionem alternam (nt Kdadc hanc Bade — Bade) indicat. Jam 



igitnr, si LBcBLq ssOj erit LBaBe :=^ ^s^KBbBe^ ideoqne iutegrando 

X y X y X y 

c s= ^(Lq) vel = (Pq^ et a = "ie ss ^^ atqne b ss x'c zss xqj et igitur 
z:=i '4^q'\'XgLq'\'(Pq.{Lqfy seu z=L^qf quo igitnr easn forma spe- 
cialis cum Logaritbmo uecessario band possidetnr. 

Minime igitur est LdcBLq =s 0, ideoqne necessario erit 

X y 



2c.L6adc ^ss- b.LBbBe seu 2c.(3c.da— öc.öa) = Ä.(363c — BbBc). 
X y ^ y y**y *yy* 

Ut igitur binc functio a inveniatur, ponamus Bc.dy^Be.dx ssz seu 

y * 

dcz=zOy (uec c=:0, qui casus est praecedens), et 

2eBe.da = b.{BbBe — Bb.Be)dXy sen 

y X y y X 

2e.da ^ b.{8b.dx + Bb.dy) s bdb, 



r 



ideoqne integrando e sss const. et 2ca ss \P+ const, quare 4c.« es b^+^c. 
Uiterius ex aeqnatione k8bBcss2c.kBeBLq invenitnr fnnctio b^ ponendo 

X y X y 

simililer de = 0, et db = 2c.( — BLq.dx — BLq.dy) «= — 2cd(Lq), 

X y 
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ideoqoe integraDdo bss:\l/c — 7c.Lq. Erit igitor 

sea breviter ass^c — yl^c.Lq^e.{Lqf^ ideoque 

860 itr s= Oc, et hq abiit. 

Sin vero e absolato constaus wt^ foret dfcssO, et similiter baberi 
posset 6 + 3^ Log. 9 pro argumeato arbitrario interim coDstante {^=^C^n 
ideoque esset äb'\-2cäLq == 0, et igitor da-^b.dLq = 0, Cquia hoc 
valet, sive dssi dy sive if = d). Integraodo igitor obtinetor h-\'2c.Lq^^C^ 

et a^fdLqiC — 2cI^9}s=scoDst., seu a+CL^ — cl/^'s coiist.. 

qoe a+Iry,(J + cL) sa >//(* + 2c,£^flr), qoare « = a + iü^ + cL^ = 
yi/(h^2cLq) et igitor (Ps8s6-f-2cJL9, si ^\^a=:if Aierit. 7n utrotfue 
ifilur caw pellUur {L q)\ ut mUgrale formam b + Lq^= catisf. nandscalur. 

7) Bac via olterios progredi liceret osqae ad 

z « n'\Lq) =r ii„ + ii,/.y + .... + n„Iry% 
et ita ostenderetor banc aeqoatiooem ah Lq liberari posse vel saltem ad 
formam simplieiorem b'\'Lq revocari« Sed eodem fere negotio problenu» 
multo jfeneraUus absohere liceL Oisqoirator uempe, num aequaüo inte- 
gralis necensario sub fbrmam roHonalem contmeat functionem ab diffe-- 
rentiali alienam et transcendenitm Q prkni ordinis^ (i. e. cujos difleren- 
tiale dQ algebraica e^t), et qoidem a) primom integre. 

Sit Igitor integrale ztssn^Q seo 

z^no+n,Q+n^(P+.... + n^Q^, ex.gr. z^abQ + c.Q' + e.iy, 

nee in dzidz fonctio Q olterios adsit. Jam si oltima littera n» seo e va* 
* r 

riabilis fuerit, ipsa obiter pro eoostaote arbitrario haben poterit, eritqoe |ta 

qoae formola jam per se ab lil))era sit , ideoqoe 

dr+3€.d0»O, db'{^2€.SQ ^ et da + 6.d<^ = 
et igitor integrando 

c = l5o— 3« . Q, 
b «= E^~2Eo.Qi^3e.Q^ 
et a =^ E^-^ E,.Q+ E.iP-^e.Q^ 
obi const E^j Bi et E^ ot fonctiones arbitrariae ipsios e eeuseodae sont 
His yero valoribos adbibiiis, erit 
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+ e.Q' 

seo 0ssjE2^=^^^* Similiter vero universim demonstres^ fore z s=s(P(fij 
81 n^ variabile est, qaia semper, integratione et substitotione rite effecta, 
iovenitur unasquisque terminus in a;s=(l — l)^(^.(p(nJs=0, praeterquam, 
cum r s= fuerit. — b) Sit vero deinde n„ absolute constans £= e. Tum 
iu analogiis ex Bztdy ortis deficit ratio de: de, eruntque proxime prae- 

cedentes 

öb'\''2cdQ:db + 2cdQ = dc + 3e dQ:dc+3e dQ. 

X X y y X X y y 

Ut vero baec aequotio integretur, (quae et sub forma 

scribi potest, melius tarnen ot analogia tractatur), ponamus c-^rieQ «s 
C SS const, eritque necessario d6-f2c d(^ ss et di-f* ^cdQ s=, 0, 

ideoque universim 

db + 2c.dQ = 0, seu db+2iC-^3e.Q)dQ = 0, 
indeque integrando b+2C.O — 3e.Q^ = d. 

Ulterius sequens est ratio, Ulis aequalis, Ba'\^bBQxda'\^bdQ, ex 

X X y y 

qua similiter, eisdem positiv, obtinetur 

da + bdQ = 0, seu da = -^C,dQ+2CQdQ'^3eQ'dQ, 
indeque a = C^ — CiQ + CQ^ — e(y. Jam igitur valor ipsius z erit 

z = C,-C,(?+ CfP— eQ" 

+ Q\C-3eQ) 

+ e(y 

seu «s=Ca, h. e. s = (P(c + 3tfO) seu <Pz^c+3eQ. Isla igitur con- 
ditio id tautum mulat, ut loco ipsius e jam e jam c + 3eQ argumentum sit 
arbitrarium. Nee vero ulterius (praeter « = const.)) ponere licet c-f-S^.^ =: 
absolute const.> quia c tum Q contineren ideoque funclio pPQ ri(e ordinata 
non esset. 

Hinc vero elucet, 
Theor. VI. Aeqtiationem infeßralein ita mutari passe, ut vel ipsum Q 
minitne contineal vel iantummodo sub forma a-\'b.Q, existente b constante. 
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Uaecqne regola tum etiam valebit, cum dQ et dQ functio fuerit quaecuD- 

y « 

que^ ejusdem indolis ac coefficientes a, b, c etc., uec tarnen ipsam q con-* 

tioensi quo joste ponatur ex. gr. d/i-|»Ad(^ ab Q uoo pendere^ etc. 

Sit enim universim 2r = « Ö" + «1 . Q^^ + ^t • Q^^ + • • • • ponaturquo 
de=^Of eritqoe tum dz. dz a Q libera, si 

c)e4-f.(ii — 3).«,ö(?=sO etc. 
ideoque (int^ando) «i + n«0=si&, «a + («—1). (ß- (?—?•.«.<?•) äÄ», 
«, + (»__2).(e,.ö— fcL).(B.0»_»±2.«.ß»)) = ß, etc. HiDC v«ro 
valoribos coSfficientium petitis et substitotis, erit 

+ (?"-*(».^.^.^.«(r-(«-l).^.IP.O^+....)etc. 
seuy iovolatiooe rite effecta, 

Z s=r ^ß".(l—l)''+I2;.Ö-*(l—l)'-* + JK^.e^(l— !)»-* + ..•. 

et jgitur necessario zssE^^ seo z^sCpe, qoia ponabamos i/assO, seu 

e=s coD8t., ideoqae coost JE?« buju9 sit functio« Sin vero e per se con* 

atans fuerit^ erit revera E const. arbitr., et ideo 

J9.=s(P^ seu E^ss(P(e^ + n€Q) 
et igitur 

His igitur demonatratum est thearema maximi momenti, qnod modo 
Innuebamus, scilicet boc: 

Theor. VIL 8i fuerit dy+Pdx^O seu dz^P.dz aequaüo 

« 7 

^ßffbrentialis, cujus modulus P (scilicet rationis dzidz seu — Byidx) 

fünctionem transcendentem Q ex simpUci integratione artam expresse non 
continet (i. e. talem, ut nee B Q nee d Q per ipsum Q expilmatur) , fiteriU 

X y 

que integrale z=n^Q, seu n^Q^=i const ; tum hoc semper ita immutari 
polest, ut vel ipsum Q expressum non uüerius contmeai^ (sed integrale sit 
2r=: a^ seu no= const) 3 vel tantum Uneariter (seu idem sit $«s= a-{- 0> 

Crelle's Joornal (. d. M. Bd. XXV. Ueftl. 7 
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sen a + SS con8t)| exsuUnte a ftmcUone algebrmea vel etiam iramem^ 
ämnH, fuae v§ro a Q cmnmode ihersa sit. 

8) Qaamqaam vero haciitqae posaerimos n^ Q esse fanctionem ipaiiis 
Q rationalem integram, attamen« tdem de fraetam Taliturum, divioari licet, 
com haeQ in illam aemper reaolvatur. Sin vero z foret functio irrationalia 
secnndom Q, ipsa secnndom Tbeor. III, pelli poterit, 

Sie exempli gratia ai fuerit pars integralia z fanctio firada primi 
ordinis ipsins Q vel similis T sen z ss Tßjt j ®t 1) primum ft^Oy erit 
tom — gg ^^ j idooqne ex antea demonstratis ßssc.a, atqoe — s= 
--f-Tssoonst^ sen fbrmaejam dictae« Alias vero 2) si b haud ssO, erit 

ideoqne 

dar : dtr s= 
« y 

:(a*— i^ß)ar+aaa— ada + Cafl*— Ma + ßda— flöß)T+(ßöft— Äöß)!^ 

yyyyyy,r yy 

sen P fbnnae y^T^^fiT-f^^ * Hajasmodi vero fractio a T libera band 

est, nisi fherit J^ : Xi tlü^ ss YqI Fi i Y^. Ponnmns vero obiter ßdb=: bdßf 
eritqine ^sssOss F,, atqoe integrando ßssC.b. Praeterea, quia X^: Yi 
=sjrt;F,, erit tom Xis=sO = Fi, seo ail6 — bda^ßda — ai/ß == 0, 

ideoqoe adb — bda + C.(bd(i — adb)^0^ et integrando y8=C,-^4-Ci, 

seo a=iCa+Cib. 

Sed erit et J^iY^^sX^iY^ = 0:0, sen J[^ = = Fo^ ideoqoe 
(ai— aß)ilT+atfa — ada = 0^ seo valoribns ipsorom a et ß jam inventis 

adhibiHs, C,.b\(dT+^^^=^)^0, ideoqoe integrando T+-J=C,,. 

Jam igitur, nisi C per so constaus fuerit, erit C =s -^ == argomentom arbi- 

trariom, ideoqoe C,^\l/ (-v), C„ = (p(^), atqoe a = a.-^ + ^«^Tt «* 
idcirco 

fl + ftT=6(p(4), et * = -^^ ^^|yr , 
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860, (argamento -y sabinteUecto ) 

exsistente <&sO^-&\ fdnctioDe solioa y, qai- valor jnm a T Ifber est 
Sio vero fberit -v- ss C ss coost. absoL | erit Ci «b — ^ — argamentam ar- 
bUrarium, ideoqne C>, e ^(^^^=^) :» ^+|-9 et idoireo ß ^ C.h, 
a+bT=^b.p(^!^=^ atque 

« = : , > yr r = ir^ ••« »»^l — r^l* 

TAtfor. F//i. Si iffUur inteßralc ftierit % ss ^i^yt ^ ^ 

m CS ^^vt) ^^'^ * ^^ funciiom solius ^~^ • 

Quae vero res Jam hoc sibi volunt, aeguathnem difflarenüalem 

dy-^Pdx =1 seu particuiarem huic aequhalentem dz ss Pdz, inte^ 

* t 

grali Ihffm formae ~^^^ =^ con«/. vel ss «, exHstente Q funethne mle^ 
graliter iranscenäinU^ quae in P Aaud con$picua sit, tum tanlummödo gaU" 

(s! jam ^ ^=L C ssz oooat) aeque ponere Kceat, quo etQex integrale 

•) Slmiliter vero nlterioa s= a+/ioXlß ^ ponaa, aindliqne adhi* 

bita anaijsi ad conclusiones haod dissimilee penrenlas, qao tibi perauadeas, 

Theor. IX. Si aliquando hußumodi inUgrale (vel etiam magis com- 

positam seil, formae fanctioois secandum Q rationalia firactae gradas ciyas- 

mutari (eonstantem vel « seil, rite fanctionaDdo) poMse, ut afima kaec 
transcendene uUerimB haud adsiL 

10) Quin imo, quia unaqnaeqne functio rab formam fonctionia in- 
tegrae vel fractae evolvitur, nniveraim divinari potest, si irUegraii iUud Q 
eub functicnis cwfuscunque signo conÜMat^ mmUn% transfarmaßanem 
semper locum Aabiluram. Ne vero taedinm exeitemos, ampliorem bnjas rei 

7* 
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explanatiouem omittimus^ sed polius rem cognatam lu areoam vocamas» 
Praevie vero observamus, bujus singularis pbaenonieui banc esse pbiloso* 
pbianii isti transceudeoti partim universim infinitos Talores competi (id qaod, 
tiisi tolli posset, integral! Justo plures valores et quandam immeritam in- 
determinationem tribaeret), partim constantem arbitrarium virtualiter competi, 
quo integral! aequationis primi ordiuis duo bujusmodi coostantia attinereiit^ 
id quod per se absurdum est, uisi forma ita mutari posset, ut baec utraque 
in unum coalescant« 

11) Sit igitur z == /"(x, j, Q) integrale aequationis dy-^Pdx ä 0, 
existente z^ constante arbitrario atque Q =:zfRdq; quaeritur Jam universim 
sub qua forma haec funclio Q^ in ista f inesse possil, cum nullatenus in 
ipsa P conspicua sit? DiflTerentiemus z ut funetiooem ipsorum x et y^ 
(quam breviter per f indicamus) eritque si 

df^ (Sn^d^ + ißD'dy + dQ.af, 

X y Q 

dz: dz — (dp + dQ.df:{df)'\'dQ.df 

X y X X Q y 7 Q 

quod (communi quodam factore, omue Q comprebeudente , sublato) ipsi P 

aequale e$it. Jam vero P est =P(^^ seu fuuctio solorum x et y, ipsa 

vero f Mt fuuctio trium quantitatum or, / et Q prostat; nibiio tamen minus 

ex aequalftate 

df+dQ.dfz=z P.idf+dQ.ap 

X X Q y y Q 

necessario concinditur 



d 

9 



\y y Q ^ 



cujus aequationis beneficio jam fnnctio f est detetrminanda. Quoniam vero 
jam in slgno /Rdq conslans arbitrarius latet, qui sit c, ponamus ti^c+C? 
= c -^/Rdq^ eritqoe aeque du = dQss Rdq. Quando vero ita (^ in c+ 
seu u mutatur, etiam integrale propositum mutationi est obnoxium, quae, ut 
bene scimus, in eo consistit, ut pro z exoriatur ([)zy quo jam illud sit 
(f)z = f{x, y, ti). 

Exinde vero aeque obtinebis, (quia du-=: ^Q)^ 

dzzdz=zdf^du.df:df+du.df=: P, 

X y X X u y y u 

in qua aequatione iterum Q vel u uonnisi identice adesse potest, ideoque erit 



d 



{Sf+ao.sf\ 

\y y u / 
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Integraodo igilur obtinetor 3/"+ dQ.df^ P'(^f-{- ^Q'^Pt "•>» ** e»* con- 

staD8 integrationis, sc. ^=s P^^^^ sea functio ipsorum x et y jani proposita. 

Ut vero baec aequatio ulteriua infegretur, ex regulis notissimis poDendum 

est rf/'sssQ, dy + Päüc^O et du = { — PdQ + dQ)dxi quaruni aequa- 

y * 
tioDom illae suppeditant /" == const«, et 2r =5 const (est euim P= dzidzy 

ideoqoe dy\dz'{'dx.dz= =^ dz^ ubi tameo z nou nisi ut functio solo- 

y * 

ram x et y seu = F(xy) cousideratur) et baec evadit 

du = +dQ.dy + dQ.dx = rf©, 
y >^ 

et igitur 11 = 04*^» (ut antea), existente C const. arb. Ex notissimis 

igitur integraudi principiis uecessario erit /*= %//(s, u — (?) äcu /*= \//(«, c)> 

exsistente c coustante arbitrario vel etiain aiiquo modo 'deteroiiuato, boc z 

vero, (quod probenotaodum ) , ea ipsorum x et y functio = F{xy)y quae 

integrando aequationem dy'\-Pdx ^=^0 obtiuetur^ vel etiaui rite aecundum 

coQstantem arbitrarium resolvendo aequalionem quaudani bujus integralem. 

Demonstravimus igitur ita obtineri f{x^y^ Q) = %^(J^(:r,y) r), ideoque 

^A^.y. Q) = (P^{P{^jy)c) »eu (pz = (^F^xy), 
posito scilicet (P\//(;b, c) = (Pz. Observamos vero^ si immediate aequatio- 
nem dP = iutegrare Instituissemns, uos ad aequatioues 

df^O, dy+Pdx = et dQ = {SQdx — PdQdx)j 9eu dQ ^ dQ 

* y 

statim delapsos fnisse, quae integrando suppeditant /*= oonst., Fxy =: const; 

atque 00 = const, ideoque necessario foret fz= \lj(Fxy^ OQ) aeu /*=: 

4'{F(xy)0) h. e. fz=z^{Fxy) seu z = >//(Fj7/). Immediate igitur m- 

tegrandi regulae negant ipsius Q praesentiam; quae res igitur hoc sibi 

vult, ut baec functio ad integrale ^ = /* (vel potins « = F) necessario non 

pertineat; attamen, quia integrale aeque scribi potest (Pz = (PF, exii^tente 

(P fnnctione arbitraria, haec ita electa esse polest, ut a dextra parte functio 

Q proveniat. 

Obtinebamus scilicet jam aequationis dy -{- Pdy = baec integralia 
F(xy) s= const., (^Fxy = const., et f{Xf y, Q) = const. = z atque 
fi^^^y^u)— const Quae omnia nonnisi secundam formam et constantium valores 
differre possunt, praeterea vero eandem ipsorum xety relationem exprimunt 

Habebamus vero ?)« == /"(^i y, «), ideoque erit Pf {^9 y^ Q) =^ 
fip^^T^Q'^r^)} i*«^- Q J*^ tantummodo adesse potest, ut ipsum functionando 
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Talent, et ycireo coBHftatg arkünrio x CMcnt) 

9x'.es = 9f-i-9Q.Bf.i9f+aQ.9f; 

* 7 * * Q T 7 Q 

dbi kl dextn pwte (^ +^s ac^w exMlü, ae ■ priori ih, (fin d/s d /^; 

iüa ae^aatioae Q alker adeaw acqaH, qaaa at pMtiB ipaa rite 

ffcAare poosit s sFCx^), Tel aaüca 3s<»F(xx), partim 

(^ (^aaa aeecaaario ßx rnmütttv) atriaqae faactioaaada tolK 

poaB finctioaeai Q, alat iaiegi ' i i 
Vif laaMcr ciNHOEBry ^vac lOffSHi ac^nniMis ni^ 
altera üo s i i €cesMfi o> eomjmgaimr. 

Qm erai ia aegnarioM Jiieicat iali taaCuuMxio f^^ z=z SQ^ 
Ten ipoMiO, adnl, ipaa baad m akeratar, ^mmI iaff+rTarict; 

ia aeqaalioae iatcgrali 
€ WH faactio caaacaatis x ceaaetar. 

QooaiaBi Tero ia aegaatioae ^^f^x^y, Q'¥ß^) MJ^giw ^aa^« 
goaenaqae ipaiaB s faactio esse possit, aeqaatio ^s = 9A'i ^i 0+^^) n 
«ipliGioreai <Jfz— ß(x, y) -f ^.(O+^s) praeTie aalctar, deiadeqae ia 
Os— r./«=tfC'Vy>+cft esaiiteate r coasUale abaalaCo (Cr. gr. b 1), 
qvia hoc mIo Bodo coostaatea arbilrarii ^z et ßz im aaicaai malcicuc 
qacaai, at aatara aegaalioab difereadalb prnu ordiaia reqairiC: ka eaäa 
solaaMiodo coaat. ipsiaa aea /Sif f mm ahero aio CMjaagitar. Haee Tara 
coajaactio, aC Tidimos, certaai aliqaaai faactiooai ^ adlubeado perfidtar. 

it) Hb vero paacis deoHMifllniTaiaa 1) id reg^Omn esse» «| /haitfy 
tramaeendens Q priwn orSmis, (ae. fiaactiaBeai aliquaB alg^braicas 
citer iotegraado orta, can P algehraiea ait, Tel sallea altioni ordiaiB, 

gaae ia P adsaaC fiucüaoeap caai P traaacendeatess coatiaet faactioaea} 

hUefTwim % a F(x^ r) ^J^ diflereaUalia Jy-^-Pd^ s q 
9CQ üz=PSz, ia qaa haad caoapicitQr, ^iftfAf; f) altaami iotatdaai 

accidere posse. at fvnctio quaecaagoe oova traasceodeiui (0— (?Cf;) «bal^ 




S. Hillj de aequaU different. 55 

id quod ex sola aequatioue ((>z=L(pF{x,y) oriri potest, functioDem (p rite 
eligeudo. Ilt si fuerit ex. gr. P(x, y) ^=^ f{p, y, r, .. . .)^ exsistentiboa p, q, r 
certis ipsorum x ei y functionibus (algebraicis, cam P algebraica, (raosoen- 
dentibos cum haec tranacendenar fuerit , fuuctioque (P ejus proprietatis ut 

^f(pp^9^f*0 i^ ^iP{p)^ Q{g)y^(r)9''**) ^^i^i^^j ideoque integrale in ud 
zz=:F{x,y) in (ps = <l>(P^j, ^(7). Ä^,,, -...) «eu « = %^(P^5, ö^^^, R^,,....) 
8i (()\l/:=s^ fuerit I existentibus P(^) , &(^p R^r) novia transcendentium aignis; 
aderit sane iUa nova transceudeus Qj eaque «aepiasime ab aliis P, R etc. 
eomitata. 3) Cum vero id aeciderit, ut in aequatione integrale adait qnantitas 
Iranacendens, quae in differentiali non conspiciatur, tum dari functionem unius 
argumenta quae hanc Herum toUat. Ut si obtentum fuerit z = f{Xy y, Q\ 
dari functionem <S> ejusmodi ut <I>;8 = l^(a?^ y) sit, exaistente V(x,y) 
fbnctione, quae nullo modo ex Q, componatur, sed vel ex algebraicia, si P 
algebraica fuerit, vel ipsa sit fiincüo sui generia duonim aryumentorum^ 
eofue integranäo aequationem dy*'JrPdx:=iO orla* In paucissimns igitnr 
casibua aperare licet, ut hujusmodi aequationes, quoties P ex y et a? inae- 
parabiliter, attamen algebraice, componitur, per simplicia et indefinita inte* 
grandi aigna (/) integrentur, cum facile de inaufficientia functionum aige« 
braicarum convinci possis, nee, ut vidimua, functionea transcendentes primi 
ordinis (seil formte /Qdq^ exsistente Q algebraica ipaios 9, et q ipsorum 
X et y fnnctione) hac in re magni sint emolnmenti. Hae igitur functionea 
duplicis argumenti singularem suam tJieoriam expostulent, omni Analystarum 
attentioue dignam. 

13) Praeterea, quia ostendimus fore Pfix^y^ Q+ff^) ^^^ f^(x^y)y 
quotiea functio Q ad aequationem dy -^Pdx =^ integrandam adhiberi 
possit; inde vice versa elicietur 0+^^ = ^(^> y» ^'(^>0)* Quoniam vero 
jf arbitraria est functio, pro illa eligere licet eam, quae Q est ipsins 9, 
ideoque poni potest Q^==^gq^ (fnnctioue^ jam per integrationem Q =zfRdq 
ssyy determinata) ; et igitur, cum praeterea sit (Pz=^ F(xy)j erit 

Dinc igitur coliigitur theorema maximi momenti: 

Theor. X Quoties aequationem aliqfiam differentialem dy + Pdx 
= duobue diver sie modU complete integrare licuerit, uno scilicet ejus-- 
modi ut obtmeatur F(x, y) = const. in functionibus quuntum fieri possit 
simplicissimis (algebraicis ex. gr, cum P algebraica fuerit), alteroque 
f{x, y, Q) = const., exsistente Q =^fRdq s=: ^q; tum haec functio inte^ 
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fraÜs (^) aJJüiGs erit, ue. fuDCtiones similes ^q et ^z io sunpHeiorea 
fonunn coflleaoeut Sunt vero iiniversiiB tum ß tum z functioDes ipsomm 
:r et jT) ideoque reveraim bac illoram, sc x = |(^, s) et y =5 T{q^z)y quare 
jff^ßMss >f/(^(f, z), T(9, s)» (Ps)y qaae igilor univerealissiiiia est foraui 
ftmctionum hajasnodi addibiliam. Talia ex. gr. aoot circalares et eUipticae. 

14) Ex eia, qaae modo atabiliviama, facile ea, quae Geometrae de 
foraiula Xdx algebraice vel logarithnice integranda docuernnty praetereaqiie 
itidea perspiciee, 

Tkeor. XL Cym aequatio SgJarentialis primi ordimis {dy-^pdjr 
zss seu dzs^pdz) per imU^ralia imdefimta (de definitia haod ^aiiis)^ 

Mirtfarr* tum ipsims imte^mle sui kae forma pani poese 

JPdp+fQdf'\'fRdr'\-.... ^ canei. eeu = z, 
amtmentikme P, Q, R etc. iamd mBeu emrdmi rel transc e md e t U es fonma^, 
^«M fvce tu P mptrie comtfieiamtmr : fimeHoium ttero, fume koe effeii, 
nUerimm hÜM wu^ eompotUmm t$m. 

Landa« Idibos Joau MDCCX7XL. 
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Theorie der OentraleD. 

(Vom Herrn H. Grafsmann , Lehrer der Mathematik sa Stettin.) 

(Schlofft der Abhandlung Ko. 21. im dritten und No. 24. im vierten Hefte vorigen Bandet.) 



§. 8. Uebertragung des Haaptsatzes und seiner Folgerungen aaf Linien- und 

Ebenen - Systeme. 

mU9 ist bekannt, dafs sich aus jedem geometrischen Satze ein zweiter, 
ihm paralleler Satz dadurch ableiten läf»t, dafs man statt der Ebenen 
Puncte und statt der Puncte Ebenen setzt, wa'irend die geraden Linien bleiben 
was sie sind. Enthält dabei der Satz noch bestimmte Abhängigkeiten, so 
lassen sich auch diese stets nach einer allgemeinen Regel umgestalten. Diese 
gegenseitige Beziehung, welche man bekanntlich Reciprocität nennt, läfst 
sich auch auf den allgemeinen Lehrsalz (§• 4.) und auf die daraus abge- 
leiteten Folgerungen anwenden. Doch können wir uns hierbei nicht auf 
das Princip der Reciprocität als auf ein schon bekanntes berufen, indem 
dieses Princip, so weit mir bekannt geworden, in Bezug auf den Raum 
noch nicht umfassend und genügend dargestellt wurde. Es giebt nämlich 
im Räume aufser jenen beiden reciproken Systemen noch ein drittes von 
nicht geringerer Wichtigkeit, was aber bisher noch übersehen zu sein 
scheint, indem nämlich den Puucten des einen und den Ebenen des andern 
Systems in dem letztern gerade Linien entsprechen, so dafs in Bezug auf 
den Raum jeder Satz dreifach erscheint (in Bezug auf die Ebene zweifach). 
Diese reciproken Beziehungen werde ich hier zugleich in der Art ableiten, 
wie sie sich für die beabsichtigte Umwandlung des obigen Satzes von 
selbst ergeben, und so werden vermöge dieser specieÜen Abzweckung 
auch die schon bekannten reciproken Beziehungen in einer neuen, vielleicht 
auch an sich nicht uniutere^isauten Form auftreten. 

In der bisherigen Entwickelung wurde jede Oberfläche als geome- 
trischer Ort eines Punctes {S) betrachtet, zwischen dessen veränderlichen 
Richtstucken x, y, z eine Gleichung vom itten Grade stattfand, und wir 
nannten eine solche Oberfläche eine Fläche nter Ordnung. Man kann nun 
zweitens jede Oberfläche als die von einem System von Ebenen Umhüllte 
ansehen, indem wieder zwischen den veränderlichen Bestimmungsstücken 
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der Ebene eine Gleichung statt findet; and wenn man anter dem geome- 
trischen Ort einer in ihrer Lage nach einem bestimmten Gesetz veränder- 
lichen Ebene wiedernm die von sammtlichen Ebenen, welche vermöge des 
Gesetzes dieser Veränderlichkeit möglich sind, Umhallten versteht^ so er- 
scheint in diesem zweiten Falle die Oberfläche als geometrischer Ort einer 
Ebene. Jedes Element einer Oberfläche wird im ersten Falle durch den 
Panct, welchen es einnimmt, im zweiten durch die Tangential -Ebene an 
dieses Element dargestellt. Im dritten Falle endlich soll die Oberfläche 
als von lauter Geraden umhollt, also als geometrischer Ort dieser Geraden 
(in dem vorhergegebenen weiteren Sinne) angesehen werden ; das Element 
der Oberfläche wird also dann durch eine Tangente au dieses Element re- 
präsentirt. Da es aber unzählig viele Tangenten an ein Element einer 
Oberfläche giebt, welche eben in ihrer Gesammtheit die Tangential -Ebene 
bilden, so mufs man, um jedes Element durch rine Tangente zu repräsen- 
tiren, noch eine Bestimmung hinzufügen. Es giebt keine einfachere, ab 
die, eine Axe im Räume anzunehmen, welche wir Haupt- Axe nennen und 
von welcher aus jedesmal die Taugenten gezogen sein sollen. So ent*- 
spricht dann jedem Elemente der Oberfläche nur eine Tangente, und alles 
ist jetzt dem Fräheren analog. 

Um nun den allgemeinen Satz für diese beiden neuen Systeme, 
welche wir Ebenen- und Liniensysteme nennen wollen, umzuwandeln, 
kommt es nur darauf an, diejenigen Beziehungen, aus welchen wir dort 
jenen Satz ableiteten, auch hier festzuhalten. Es waren diese Bezie- 
hungen dargestellt durch die Gleichungen (1. 2. 3. 4. 5.) in S, 2, von de- 
nen (1.) und (5.) hernach noch eine individuelle Gestaltung annahmen. 
Die Gleichung (1.) (späterhin 1.) bestimmte den Punct Q, die Gleichung 
(2.) die Oberfläche, als Ort des Punctes S, zwischen dessen Richtstacken 
eben die Gleichung stattfand, wobei ein fester Punct P als der Ursprung 
der Richtstäcke, d. h. als der Punct augenomroen wurde, dessen Richtstocke 
waren. Die Gleichungen (3.) stellten die Bedingung dar, dafs P, Q, 8 
in einer Geraden lagen, und aus diesen drei Gleichungen wurden dann die 
Gleichungen (4.) und (5.) abgeleitet. Lassen wir also die Gleichungen 
(1.) und (2.) 9 welche immer an sich noch willkürlich sind, auch (Ür die 
beiden letzten Systeme bestehen , so kommt es nur noch darauf an , dafs 

auch die Gleichungen {3.)^ nämlich 

X y^ j^ s^ 

x* y "" ä' 9 ^ 
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hier gelten, ond es oiössen also die Richtstäcke der Ebene oder der Gera- 
den (deren Ort die Oberfläche darstellen soll 3 so gewählt werden, dals 
die Gleichongen noch fortbestehen. Bei dem Ebenensysteme, wo also die 
Oberfläche als Ort einer Ebene angesehen wird, wird man unter 8, also 
auch unter P und Q, Ebenen verstehen müssen. Die Bedingung, daCs die 
Puncto P, S, Q in ^ner Geraden liegen mufslen, wird also hier durch 
die Bedingung vertreten, dafs die Ebenen P, S, Q sich in Mier Geraden 
schneiden sollen. Man nehme nun P zur Ebene zweier Rieht -Axen {X^ 
JT), und nehme von dem Durchschnittspuncte derselben aus eine dritte, nicht 
in der Ebene liegende Axe (Z). Nun seien die Stucke, welche die Ebene 
8 von diesen drei Rieht- Axeu abschneidet, x, y, z: alsdann schneidet Q, 
da P, S, Q sich in einer Geraden schneiden sollen, von den beiden in P 
liegenden Rieht -Axen X und Y dieselben StAcke x und y ab; hingegen 
schneidet Q von der dritten Axe Z das Stock z^ ab. Wollte man nun 
die Stocke x, y, z, durch welche die Ebene 8 bestimmt ist, als Richtstucke 
derselben annehmen, so worden die Gleichungen (3.) nicht mehr gelten; 
dagegen werden sie bestehen bleiben, wenn man zu Richtstöcken einer 

Ebene fif die Gröfsen (p, >//, z nimmt, von denen (p=3— ; %^ = — • (2 es 2) 

X y 

ist. Denn nennt man nun (f>\ \//', z' die Ricbtstficke der Ebene Q in demsel- 

ben Sinne genommen, wo also (p^ = — ; \//^ ss — ist, so hat man unmittelbar 

X y 

9 \lß z 

y' "^ ^ "" »' * 

Um noch das Analogen von s und q zu erhalten, ist nur zu erwägen, dafs s 
und q nur von der gegenseitigen Lage von P und 8 einerseits und von P und 
Q andrerseits abhängig waren, und zwar so, dafs man jene drei gleichgesetz- 
ten Ausdrflcke gleich — setzen konnte. Dasselbe erreicht man hier auf eine 
sehr einfache Weise, wenn man die dritte Axe Z gegen P senkrecht annimmt. 

Alsdann ist offenbar -^ s l^^^?|' ^^^^^^ ^^^ ^^^^^ ^^ ^^^ ^^ ^^^ ^^'~ 
gungs Winkel der Ebenen versteht; wobei zu merken ist, dafs PO und QP 
wieder entgegengesetzte Winkel sind. Bezeichnen wir also taug PS durch e 
und tangPO durch q, so ist auch 

Z 8 

z' ~ q ^ 

wie oben ($• 2.), und wir können also wie oben substituiren: 

8* 
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welche deo Gleichuogeo (3.) iu g. 2. enteprecben. 

Wir woIleO) ehe wir in der Eotwickelaog weiter gehen, hier eineo 
Augenblick verweilen, um die Bedeutung der gefundenen Richtslöcke fest- 
zuhalten. Wir nennen die Ebene P, in welcher die Rieht- Axen Xund Y 
angenommen waren, die Haupt -Ebene, die darauf senkrechte Axe Z die 
Haupt- Axe, die flbrigen Axen (Xund Y) Neben -Axen, und die beiden 
Ebenen, welche durch die Haupt -Axe einerseits und die beiden Neben- 
Axen andrerseits gelegt sind. Neben -Ebenen. Die Richtstöcke der veran- 
derUchen Ebene fif sind nun erstens das Stack, welches sie von der Haupt- 
Axe abschneidet, zweitens und drittens die Tangenten des Winkels, wel- 
chen die von der veränderlichen Ebene und der einen oder der andern 
Neben -Ebene gebildete Durchschniltslinie mit der Haupt -Axe macht. Auch 
hier ist zu bemerken , dafis P der Ursprung der Richtstäcke^ d. h. dieje- 
nige Ebene ist, deren Richtstucke Ö sind. 

Nimmt man nun eine Gleichung vom nten Grade 

[2] 2F,((p, ^, «)=:0 
zwischen diesen variabeln Richtstucken der Ebene i$ an, so ist der geo- 
metrische Ort derselben eine Oberfläche, welche wir nach Analogie des 
von Gergonne fflr ebene Cnrven eingefährten Sprachgebrauches eine Ober- 
fläche nter Classe nennen. Durch Substitution von [3] in [2] erhalten 
wir, wie oben, 

welche Gleichung also in Bezug auf« von demselben (n(eu) Grade ist, 
wie die Gleichung [2], und weiche aLsro lehrt, dafis an eine Oberfläche 
nter Classe von einer gegebenen Geraden aus, n Tangential -Ebenen mög- 
lich sind. Sobald man nun zur Bestimmung von q dieselbe Gleichung (I.) 
festhält, so mufis auch dieselbe Gleichung (V.) daraus hervorgehen, also 
derselbe Satz hier gelten. Die Gleichung ( L) hatten wir in % 4. auf die 
Form (L 6), nämlich auf 

('•») K'-;^)- ••('-i)r=<' 

gebracht. Im gegenwärtigen Falle bedeuten q und ^i u. s. w. die Tangen- 
ten der Winkel PQ und PS^ u. s. w. Es läfst sich , dem Obigen analog, 
hieraus eine noch einfachere Gleichung von der Form I. c. ableiten, indem man 
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. 2. — 1 tang Pg _ . sin PQ cos PS, _ cosPQsmPS,— sinPgcosP5, 

«1 ~ tandl^ "" cos PO sin PS^ cos PO sin PS^ 

— «inTPSi — PO) _ sin QS, 
"^ cos PO sin 1^1 "^ sinPSj cosTO 

setzt und dann, oacbdem auf entsprechende Weise auch statt der übrigen 
Gröfeen in bbiger Gleichung (I. 6) snbstitnirt worden ist, dieselbe mit 
(cosPQ)"* multiplicirt , woraus sich 

ri ^T /sinOSi sin 05n\'"_ ^ 

L^- ^J v^iräT — ^rpsj ~ "' 

als Gleichung der harmonischen Mitten {Q) mter Ordnung zwischen den 
sich in einer und derselben Geraden schneidenden Ebenen 8^ .... S^ in 
Bezug auf die durch dieselbe Gerade gelegte Ebene P, ergiebt. Dem- 
nach läfst sich der Hauptsatz für Ebenensysteme wie folgt, aussprechen: 

i, Wenn man durch eine in üner festen Ebene P tiegende beweg-- 
liehe Gerfide an eine feste Ober/lache nter Classe die n Tangential^» Ebenen 
Si .. .. Sn legt und m%e durch dieselbe Gerade gelegte Ebene Q so an^ 
nimmt, dafs die Summe sdmtnilicher Producte zu m Factor en, welche 
sich aus Brüchen bilden lassen, deren Zähler die Sinus der iV^i- 
gungswinkel zwischen einer der Tangential - Ebenen und der Ebene Q, 
und deren Nenner die Sinus der Neigufigswinkel zwischen derselben 
Tangential^ Ebene und der Ebene P sind, gleich wird: so ist der geo^ 
metrische Ort der Ebene Q (d. h. die von den säromtlichen Ebenen Q Um- 
hfillte) eine Oberfläche mter Classe; und zwar erhält man, wenn P zum 
Ursprung der Richtstücke gemacht wird, die Ortsgldchung für Q aus 
der Gleichung der gegebene!^ Oberfläche dadurch , dafs man jedes Glied 
der letzteren mit einer Combinationszahl multiplicirt, deren Elementen^ 
zahl die Ordnung dieses Gliedes zu n und deren Classenzahl dieselbe 
zu m ergänzt."* 

Wir nennen hier wiederum die Ebenen Q die zu der gegebenen 
Oberfläche und der Polar -Ebene P gehörigen harmonischen Mitten mter 
Ordnung und ihren geometrischen Ort die mte Centrale der gegebenen 
Oberfläche in Bezug auf die Ebene P. Ferner ist zu bemerken, dafs die 
Oberfläche, oder vielmehr das Gebilde erster Classe, ein Puncl ist; so dais 
also auch der Ebene eines Punctsystems ein Punct des Bbenensystems 
entspricht. Nämlich die Gleichung ersten Grades wurde sein: 

Ä^+6^ + ^ = z. 
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Setzt man hier wiederum statt (P^ \^ ihre Werthe —9—9 indem Xy y, z 

X y 

die durch die veränderliche Bbene von den drei Axen abgeschnittenen Stflcice 
(die Axen -Abschnitte derselben) bezeidinen, so erhalt man 9 nach Division 
mit %y die Gleichung 

«+A + ^ = i, 

welche belcanntlich die Relation zwischen den Richtstucken Oy bj c eines 
Punctes und den Axen -Abschnitten x, y, z einer durch diesen Punct ge- 
legten Ebene ausdruckt. Also ist jene Gleichung ersten Grades die Glei- 
chung eines Punctes, dessen Richtstucke a, h, e sind. Die erste Centrale 
ist somit ein Punct, welchen man daher den harmonischen Mittelpunct der 
Oberfläche in Bezug auf die Ebene P nennen kann. Eben so wird ein 
System von n Puncten als Gebilde fiter Classe angesehen und die erste 
Centrale desselben wieder der harmonische Mittelpunct zwischen den n 
Puncten in Bezug auf eine Ebene P genannt werden können. Liegt P in 
unendlicher Entfernung, so wird dieser Punct, wie leicht zu sehen ist, zu 
dem Schwerpnncte zwischen jenen n Puncten (alle als gleich schwer be- 
trachtet). Es bedarf kaum einer Erwähnung, dafs bei ebenen Curven die 
Tangential -Ebene 8 durch eine Tangente jS vertreten wird, dafis hier die 
Richtstficke dieser veränderUchen Geraden, wenn dieselbe von den Axen 

{X et Y) die Stucke x und y abschneidet, x und t// s= — sind, und dafis 

fär ebene Curven bei Beobachtung dieser Bestimmungen ganz dasselbe gilt, 
was für die Oberflächen bewiesen wurde. 

Wir gehen nun zu dem Liniensysteme im Räume Aber, bei welchem 
eine in einer festen Haupt -Axe bewegliche Gerade als erzeugendes Ele- 
ment betrachtet wird. Man bezeichne wieder die Haupt- Axe durch P^ die 
veränderliche Gerade durch 8, irgend eine andere durch P gebende Gerade, 
deren Lage später bestimmt werden soll, durch Q. Die Gleichung, welche 
zwischen den veränderlichen Bestimmungsstflckeu der Geraden statt findet, 
bestimmt wiederum die Oberfläche. Die Richtstucke dieser Geraden sind 
so zu wählen, dafs wieder die Gleichungen (3.) fortbestehen , für den Fall 
dafs die Geraden Pf 8, Q in der einfachsten Beziehung stehen. Als ein- 
fachste Beziehung nehmen wir die an, dafs P, 8 und Q von demselben 
Punct ausgehen und in derselben Ebene liegen. Nimmt man nun in einer 
gegen die Haupt -Axe senkrechten Ebene, welche Haapt- Ebene heifsen 
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soll 9 zwei beliebige in der Hanpt-Axe Z zosammenlanfende Axen X und 
F an , 80 lafst sich die Gerade 8 darch folgende drei Stöcke bestimmen: 
erstens durch das Stück z, welches sie von der Haopt-Axe abschneidet, 
und ferner durch die Ricbtstücke {x, y) des Punctes, in welchem sie die 
Haupt -Ebene schneidet: diese JGUchtstucke nftmlich in Bezug auf die Axen 
X und Y genommen. Die Gerade Q moVL nach der angenommenen Bedin- 
gung die Haupt -Axe in demselben Punct schneiden, wie 8, akio auch das 
Stück z abschneiden; hingegen sollen die Ricbtstücke des Punctes, in 
welchem Q die Haupt -Ebene schneidet, x' und y^ sein. Da nun P, 8, Q 
in dner Ebene liegen sollten, so wird x' sich zu y' wie x %xk y ver- 

halten oder p- ^=^ -^ s^in* Hingegen werden diese beiden Quotienten nicht 
gleich -j sein) man wird also z nicht als drittes Richtstflck der Geraden 
8 annehmen können, wenn die Gleichung (3) noch fortbestehen soll. Viel- 
mehr wird dann als drittes Richtstflck — = 2) oder -^ cm ^ anzunehmen 

sein; denn bezeichnet mau dann die entsprechenden Stücke fiBr mit ^^ 
ond x//^ so ergiebt sich 

0' CS —7, also ^sss -^, und ebenso -^ s= -^ 

und man erhalt 

— y y ^ 

jr* ™ T' ™ 9' "" V^' 
Nimmt man nun e wiederum als Tangente des Winkels V8 und setzt eben 
so 9 SS tangPO^ so sind wiederum jene vier gleichgesetzten Ausdrücke 



gleich — und es ist 

[S] ar = |arS- r = f /? P = f <P'} ^ = |^'. 

Es ist klar, da(s man, da hier die Gleichungen [3] sich auf vier Veränder- 
liche x^ yy f^y ^ beziehen (welche übrigens das VerhiltniÜs haben, dafs 
^:ys=5(P:^), auch die Gleichung [S] der Oberfläche als Gleichung vom 
Uten Grade zwischen diesen vier Veränderlichen wird annehmen können; 

also die Gleichung 

[«] SF,(a?, y, (p, v//) es 0. 

Durch Substitution von [3] in [8] erhält man dann 

£4] s,.Ik(£l.^iJEV5ÖL « 0. 
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Dinn erhält man aon Gleichung I. , zu welcher wir die Form (I. b) wähleu 
und aua [4J wiederum, da die Anzahl der VeranderUchen keinen Unter- 
9cbiod machen kann, dieselbe Gleichung (V.)) welche also lauten wurde: 

[ö] 2(11-0)'^ F,(^S /, (P', ^/.') = (). 

Die Gleichung {l.b) gestaltet sich, wie bei dem Ebenensyslem, leicht in die 
Form (I. c) um, da auch hier q und s die Tangenten der Winkel PQ und 
PS bedeuten, und man bat auch hier: 

als Gleichung der harmonischen Mitten mter Ordnung Q zwischen den von 
mnnn Puncto ausgehenden und in dner Ebene Kegenden Geraden Si .... S^ 
in Bezug auf die durch denselben Punct gehende und in derselben Ebene 
liegende Gerade P. Demnach wird der Hauptsatz COr Liniensysteme im 
Räume folgendermaaften lauteui wenn man nemlich die Oberfl&che, welche 
durch eine Gleichung Tom nten Grade zwischen ^9 Xs 9, ^ bestimmt ist, 
eine Oberfläche Mter ReiAe nennt: 

^W^HH 99um v(m einem in einer festen Geraden P liegenden 6#- 
wej^tkhen l^nct in einer um dieselbe Gerade beweglichen Ebene die n Tai%^ 
ßenten S, « * . . S« an eine Ober/lache n/er Reike zieit und eine durch 
denselben Puncf jfehende und in derselben Ebene liegende Gerade Q so 
annimmt^ dafit die Summe sOmmllicher Producte %u m Faclaren, welche 
«fcA uns den Quolienten der Sinus -^Abstdnde Jeder Tanjfe$Ue mm der 
Genulen Q eineirseits und der Geraden P andrerseits bilden lassen^ gleiek 
Mf » A A. also, defs 



« • • * 



ii#: M iV der fe^Mmetrische Ort der Geraden Q eine Ober/lache 
Reihe: und Mr«r erhdi: maUy wenn P MtM Ursprung der RiehlstUcke^ 
ß emmt&t itt. u. s. w." 

Die BeMMimgen saad hier die^s^dbeii« wie fniber« nnr dals wir P 
üe V^i^^Axw nenoea wollen* 

K» w«niea hier Tier VenDderiidmi au Grande gelegt wetche ozler 
steh eiae Pn>|Mtioa biklea. Slaa kann naturlich Tenainelst dieser Pro- 

^"^ !iiHA^vil c> lUi^-Ax« Imte ktr w»ed«f Cnsfrai« dec Ibditstfidw. vcü 
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portion sogleich eine der vier YeränderUeben herausschaffen; doch ver- 
schwindet dann die eigenthimliche Symmetrie in den Gleiehnngen. Um 
diese etwas abnorm scheinende Coordinaten- Bestimmung näher zo rucken 
und ihre Wichtigkeit vor Ale Augen zu stellen, wollen wir noch folgende 
Beziehungen für dieselbe aofstellen: 

1. „Jede Oberfläche nter Reihe wird von einer durch die Haupt- 
Axe gelegten Ebene in einer Curve nter Classe geschnitten.** 

Es sei in der That die Gleichung der Oberfläche nter Reihe 

wo a^,k,t,b ^^^ SKU den Exponenten a, b, c, b gehörigen CoSfBcienten an- 
deutet, der, wenn die Gleichung vom nten Grade sein soll, ist, sobald 
o + b + c + b gröfser als n ist. Man nehme an, dafs die durch die Haupt- 
Axe (Z) gelegte Durchschnitts -Ebene gegen die Ebene der beiden Axen 
Z und X den Winkel a bildet, nenne die Strecke vom Durchschnittspuucte 
der drei Axen bis zu dem Punct, in welchem eine in der Durchschnitts- 
Ebene liegende, an die Oberfläche gezogene Tangente j9 die Haupt -Ebene 
schneidet, p, und bezeichne — in dem obigen Sinne durch o, so hat man 

fär S: 

X =spco8ai ysspsina, und hieraus, durch Division mit z: 

y =sw cosa\ \// = aisina. 
Substituirt man diese Ausdrucke in der gegebenen Gleichung, so erhält man 

2aa,k,c,D(cosa)*+^(sina)»+V*"*«^'^^ = 0? 
welches eine Gleichung vom nten Grade zwischen p und w ist. Also ist 
die dadurch dargestellte Durchschnitti^curve eine Curve nter Classe. 

2. „Zieht man von einem Puncto der Haupt -Axe an eine Ober- 
fläche nter Reihe die sämmtlichen Tangenten, so bilden die Durcbschnitts- 
puncte derselben mit der Haupt -Ebene eine Curve nter Ordnung.** 

Denn dann ist z constant und kann gleich c gesetzt werden. Man 

substituire (p = — ; \// s=-^ in der obigen Gleichung, so erhält man 

eine Gleichung, welche in Bezug auf x und y vom mten Grade ist, wenn 
die ufsprOngliche Gleichung von diesem Grade war; es bilden also die 
Puncte> deren Richtstucke x und y sind, eine ebene Curve ntter Ordnung. 

Crelle's Journal f. d. M. Bd. XXV. Heft I. 9 
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Die weitere Discossion äbergeheo wir ond bemerkea nor noch, dafs 
das Gebilde erster Reihe, welches in der Form 

a ~ b ~ a ~ ß 

dargestellt werden kann, eine Gerade ist. Dies folgt unmittelbar daraoa, 
dafs, wenn man aas jedem beliebigen Pnncte der Haupt -Axe die sammt- 
lichen tangirenden Geraden an das Gebilde erster Reihe zieht, die dadurch 
entstehende Projection desselben auf die Haupt -Ebene nach dem vorher 
ausgesprochenen Satze jedesmal eine Linie erster Ordnung, also eine €re* 
rade ist. Auch ergiebt sich, da jene lineare Gleichung vier Constanten 
bat, dafs jede Gerade im Räume in Bezug auf jedes Axensystem als Ge« 
bilde erster Reihe betrachtet werden kann. Auch ist klar, dals sich jedes 
System von n Geraden im Räume als Gebilde nter Reihe zeigt : alles Re- 
sultate, welche den filr die beiden andern Richtsysteme aufgestellten ganz 
analog siud"^). 

Die Folgeruogeu aus dem Hauptsatze, welche in $. 6. 6. und 7. för 
Punctsysteme entwickelt wurden, können leicht in die beiden andern lUcht- 
Systeme übertragen werden ; doch wollen wir diese Uebertragung nur da 
andeuten, wo sie bedeutendere Abweichungen darbietet, nicht da, wo sie 
nur eine nach dem im Hauptsatze dargestellten Princip leicht ausfuhrbare 
Uebersetzung aus der Sprache des einen Systems in die des andern ent- 
hält. Eigeuthümlich gestaltet sich für Ebenensysteme insbesondere der 
Fall, wo die Ebene P in's Unendliche ruckt, indem es nur eine unend- 
lich entfernte Ebene giebt, während der Punct P, wenn er in unendliche 
Entfernung rückt, unendlich viele verschiedene Richtungen darstellen kann. 

Es liege also die Ebene P in unendlicher Entfernung, die Ebenen 
Si.... Sn in endlicher. Da nun S^ ....S^ und Q die Ebene P alle in 
derselben Creraden schneiden sollen, welche also hier unendlich entfernt ist, 
so werden sie alle unter sich parallel sein. Die Bedingungsgleichung 

/sinOSi «inOSnX"* ^ 

ist hier nicht mehr anwendbar, da alle diese Sinus vermöge des Paralle- 
lismus der Ebene verschwinden, ihr Quotient also unbestimmt wird. Dm 



•) Man sieht fibrigens leicht, dab die Cunreo doppelter Krumnong, ab CMUlde 
fiter Reihe^ dorch eine einzige Gleichung dargestellt werden; was diesem Richtsysteme 
ein besonderes Interesse gtwt 
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die GleichoDg so zn gestalten, dafs die Uebertragang für den Fall, wo P 
ins Unendliche rückt, ausführbar wird, denke man sich von irgend einem 
Poncte der Ebene 8i zwei Lethe gefallt: eins auf die Ebene P und eins 
auf die Ebene Qy und bezeichne für den Augenblick diese Lothe durch 

PSi und QSi. Dann ist offenbar ^!° p^ == ^^, und indem man eben so 

mit den übrigen Ebenen 82 ••••S^ verfährt, erhält man 

\pg pgj — u, 

welches sich für den Fall, dafs P ins Unendliche rückt, in 

«?«i o«;r= 

verwandelt; wie es sich schon oben ($.6.) zeigte. Für diesen Fall wer- 
den aber die Lothe QSi.... QSn alle einander parallel sein und können 
also als Abschnitte einer Geraden angesehen werden, und da jede andere 
durch die parallelen Ebenen gelegte Gerade mit jener ähnlich getheilt sein 
wird, so wird die Gleichung (l.c) hier durch die Gleichung 

((?«i QS:T:=^ 

vertreten, wo QSi etc. die gegenseitigen Abstände der Ebenen Q und Ss 
u. s. w oder auch die Stücke bezeichnen, welche die Ebenen Q und S^ etc. 
aus einer beliebig hindurchgelegten Geraden herausnchneiden. Hiernach 
würde denn für diesen Fall der allgemeine Satz folgende Gestalt annehmen: 

yyLegt man an eine Oberfläche wter Classe n unter sich parallele 
Tangential 'Ebenen Si .••• S„, von veränderlicher Richtung, und nimmt mit 
ihnen parallel eine Ebene Q so an, dafs die Summe sämmtUcher Producte 
von m Factaren, welche sich aus den Abständen der Ebene Q von den 
n Tangential --Ebenen bilden lassen, gleich ist, so umhüllt die Ebene Q 
eine Oberfläche mter Classe'' 

Es heilse dieser Ort der Ebene Q, dem Princip unserer Benennung 
gemäfs, die mte Centrale der Oberfläche schlechthin, d.h. ohne Beziehung 
auf eine noch zu bestimmende Ebene. Ist insbesondere m ss 1 , also Q 
die Mitte zwischen Si....S^, so ist der UoihfiUnngs-Ort ein Punct, wel- 
cher schlechthin Mittelpunct der gegebenen Oberfläche heifsen soll. Es ist 
dieser Mittelpunct in Bezug auf ebene Curven identisch mit Dem, was 
Steiner sehr passend Krflorriiiungs-Schwerpunct derselben nennt; "^3 wie es 



^) Vergl. dessen AbhaofHuAg über den Krummungsschwerpunct ebener Curven 
im ersten und zweiten Hefte des tlsten Bandes dieses Journals. Dafs dieser Punct 

9* 
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sidi sehr leicht ergiebt, wenn wm die Tangenten an xwei nneodlidi nalm 
einander liegende Pnncte der Cnnre ninunt Zielit mnn näadidi die wüt einer 
Bielitnng parallelen Tangenten 8i....8^ nnd die ihre Mitte bildende Linie Q, 
nnd dann die Tangenten S/.... 8/^ welche mit einer Yon der Torigen nnend- 
lieh wenig abweichenden Richtung parallel sind, nnd die ihre Mitte bildende 
Linie (f^ ao schneiden sich Q nnd (f in einem Pnnct, welcher die Mitte 
zwischen den n Pnucten ist, in welchen sich die Tangenten Sg nnd 8/^ 
82 nnd 82 n« s. w. schneiden , d. h. welcher der Schwerpnnci jeuer n 
Pnncte ist; alle als gleich schwer betrachtet. Es schliefsen aber diese Tan- 
genten 81 und S/^ 82 nnd 82^ n. s. w. vermöge des angenommenen Paral* 
lelismus gleiche Winkel ein, d. h« es werden hier solche Elemente, welche 
gleiche Krflmmnng haben, gleich schwer angenommen. Da nun alle Geraden Q 
dieser Art sich in demselben Pnnct schneiden, so ist derselbe der Schwer- 
punct der Curve, unter der Voraussetzung, dafs aDe Elemente derselben, 
welche gleiche Krfimmung haben, als gleich schwer betrachtet werden ; d. h. 
er ist der Krämmungsschwerpnnct derselben. Eben so yeriialt es sich bei 
Oberflächen, bei denen man nur statt der zwei Systeme paralleler Taugenten 
drei unendlich nahe aneinander liegende Systeme paralleler Taiigential- 
Ebenen zu setzen hat, während die tlbrigen Schlösse ganz dieselben bleiben» 
Will man hier für die täte Centrale einer Oberfläche itter Classe 
(in Bezug auf die unendlich entfernte Ebene) die Gleichung suchen, 00 
ergiebt sich eine merkwürdige Analogie mit der entsprechenden Aufgabe 
bei Puuctsystemen. Wenn man uämlich dort den unendlich eutfernten Puncto 
wie es oben geschah, in der z Axe annimmt, so hat man nur statt x und y 
überall (P und 4/ zu setzen; alle Formeln bei dem Gange des Beweises 
bleibeu dieselben. Die Gründe, aus welchen sich die verschiedenen For- 
meln ergeben, sind zwar hier andere, aber so einfach, dafs es nicht nöthig 
ist, sie besonders zu entwickeln. Nur das Resultat möge noch einmal aus« 
gesprochen werden: da(s nämlich, wenn 

die Gleichung der Oberfläche ist; die ihrer mten Centrale (in Bezug auf die 
unendlich entfernte Ebene) 

2(n_a)'-^/;((p,^/.)Ä-« « 

hier schlechtweg Hittelpunct heUsen soll, ist nicht willkürlich^ sondern nach dem Prineip 
unserer Benennung notbwendig. 
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sein wird. Ist z. B. m = 1 , und es sind die Glieder der beiden ersten 
Grade in der Gleiehnng für die gegebene Oberfläche 

80 hat man als Gleichung für die erste Centrale derselben, also für ihren 
Hittelpunct oder ihren Krömmungsschwerpunct, die Gleichung 

d. b. die Richtstficke des Krfioimuugsscliwerpunctes sind 9 , • 

Wenn also in jener Gleichung die Glieder vom (it — l)ten Grade weg- 
fallen, so ist der Durchschnittspunct der drei Rieht- Axen der Krflmmungs- 
schwerpunct der Curve. Die Uebertraguiig der in §. 6« und %. 7. ent- 
wickelten Folgerungen in die beiden andern Richtsysteme bleibt dem Leser 
überlassen. Ich will nur noch diejenigen Folgerungen verbunden darstel- 
len, welche dazu dienen können, den Zusammenhang der verschiedenen 
Richtsysteme zu übersehen. 

Es wurde oben {%. 7.) folgender Salz abgeleitet. Von einem Punct in 
der Ebene einer Curve itter Classe lasseu sich an dieselbe n(it — 1) Tan- 
genten ziehen. Hier haben wir folgenden entsprechenden Satz. Eine ebene 
Curve wird von einer durch sie gelegten Geraden in n{n — 1) Poncten ge- 
schnitten; und hieraus folgt der bekannte Satz: Eine Curve nter Ord- 
nung lafst sich im Allgemeinen als Curve n{n — l)ter Classe und eine 
Curve Itter Classe als Curve n{n — l)ter Ordnung betrachten. Für Ober- 
flachen nter Ordnung fand sich» dafs sich aus einer Geraden an dieselbe 
n{n — i)^ Tangential - Ebenen legen lassen: also entsteht hier der ent- 
sprechende Satz, dafs eine Oberfläche nter Classe von einer Geraden in 
n(n — 1/ Puucten geschnitten wird. Demnach ist auch im Allgemeinen 
eine Oberfläche nter Classe von der Ordnung n{n — 1)% und eine Oberfläche 
nter Ordnung von der Classe n{n — \f. Eine Oberfläche zweiter Ordnung 
z. B. wird also auch von der zweiten Classe sein, und umgekehrt ; wie die- 
selbe auch von zweiter Reihe ist, da ihr Durchschnitt mit jeder Ebene, wie auch 
ihre Tangentialprojection auf jede Ebene, ein Kegelschnitt, d. h. eine Curve 
zweiter Classe und zugleich zweiter Ordnung ist Im Uebrigen ist jedoch 
der Gegenstand für Liniensysteme im Räume nicht so einfach, wie für die 
beiden anderen Systeme. Wir können hier nicht die weitere Erörterung 
dieses Gegenstandes geben, weil dazu eine selbstständige Erörterung der 
Liniensysteme erforderlich sein würde, welche zu einer eigenen Abhandlung 
von nicht geringerem Umfange, als die gegenwärtige, anwachsen würde. 
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Wir begoögen uns also damit, die Idee dieses Richfsystems aargesfellt, 
den Hauptsatz für dasselbe abgeleitet und die daraus fliefseuden Folgerun- 
gen angedeutet zu haben. 

Um noch schliefslich die drei Formen, in welchen der Hauptsatz 
vermöge der drei Richtsysteme sich zeigte, in einen Wort -Ausdruck zu- 
sammenfassen zu können, sind noch folgende Benennungen uötbig. Der 
Punct, die Gerade, die Ebene, sollen einfache Gebilde oder Elemente 
heifsen; die Gerade zwischen zwei Puncten deren Combination; ebenso 
die Durchschnittskante zweier Ebenen ; zwei Geraden endlich, welche der- 
selben Ebene angehören, haben zu ihrer Combination diese Ebene und 
ihren gegenseitigen Durchschnittspunct, beides in eins zusammen augeschaut. 
Ueberhaupt verstehe man unter Combination zweier Elemente das Element, 
welches durch die beiden vollkommen bestimmt ist. Was unter Richtstucke 
eines Punctes, einer Ebene, einer Geraden verstanden wird, ist im Vorigen 
erörtert. Es ist nur zu erinnern, dals, dem Obigen gemäfs, das Element, 
dessen Richtstucke alle waren, das Ursprung»" Element heifst. Wenn 
nun zwischen den Richtstficken eines variabeln Elements eine Gleichung 
itten Grades Statt findet, so heifst der geometrische Ort dieses Elements 
Ort nten Grades. Dieser ist »Iso, wenn das Element ein Punct ist, ein 
Gebilde nter Ordnung; wenn eine Ebene, ein Gebilde nter Classe; wenn 
eine Gerade, ein Gebilde nter Reihe. Endlich unter ErUfemungsquotient 
eines Elements jS> von zwei andern Q und P, deren Combinationen mit j9 
einander decken, wird, wenn Q nnd P Puncto sind, der Quotient der bei- 
den Entfernungen QS und PS verstanden ^); wenn hingegen Q und P 
Crerade oder Ebenen sind, der Quotient der Entfernungen irgend eines 
Punctes in iS^ von den Elementen Q und P, oder, was dasselbe ist, der 
Quotient der beiden Sinus des Winkels QS und des Winkels PS; wobei 
jedesmal die erstgenannte Gröfse als Dividendus zu betrachten ist. Diesen 
Benennungen gemäfs ist nun folgender Satz die Zusammenfassung aller 

fräheren Sätze: 

,, Wenn ein festes Elefnent P und ein Ort nten Grades eines mit 
P ßleichartiffen Elementes S gegd^en smdy und man combifUrt P mit dem 
beweglichen Element S« und zugleich mit allen übrigen Elementen S, 



^) D. h. also, wenn es Poncte sind, müssen alle drei, P, 5, Q, in einer Geraden 
liegen; wenn Ebenen^ mäsaen sie sich in einer Geraden schneiden; wenn Gerade^ 
müssen sie in eipier Ebene liegen und durch denselben Punct gehen. 
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derefi Combinationen tnit P Jene Combinalion PSi decken, Sa • • • • Sn 9 
und bestimmt dann ein dieser Combination gleichfalls angehöriges Element 
Q sOf dafs die Summe aus sammllichen Producten von m Factoren, welche 
sich aus den Entfemungsquotienten eines jeden der Elemente Si . • • • S» 
von den beiden Elementen Q und P bilden lassen, gleich ist: so ist der 
Ort des Elementes Q ein Ort mten Grades, welcher die auf das Element 
P bezügliche mte Centrale des gegebenen Gebildes heifstf und zwar findet 
man, wenn P zum Ursprungs -> Element getnacht ist, die Gleichung dieses 
Ortes aus der des gegebenen j wenn man jedes Glied des letzteren mit 
einer Combinationszahl multiplicirt, deren Elementenzahl den Grad dieses 
Gliedes zu u, und deren Classenzahl denselben zu m ergänzt.^ 



Schlnfsbemerkung. 

Als icb den in $.2. angedeuteten Weg einer noch gröfseren Ver* 
allgemeineruug verfolgte, gelangte icli zu folgendem Satze, welcher eben 
80 einfach als allgemein und von welchem der in der vorhergehenden Ab- 
handlung vorgelegte Hauptsatz wiederum nur ein specieller Fall ist. Da 
vielleicht dieser Satz einiges Interesse haben möchte, so will ich ihn hier 
wenigstens aufstellen und seinen Beweis geben, ohne auf die daraus etwa 
hervorgehenden Folgerungen einzugehen. Nämlich: 

„Zieht man aus einem festen Punct P an eine feste Oberfläche 
nter Ordnung eine bewegliche Gerade, welche die Oberfläche in den Punc- 
ten Si •.•• Sn schneidet f und bestim$nt auf ihr anen Punct Q so, dafs 
der Gleichung 

. ^(QS, QSn\'(QS, QSA' _ 

unter der Bedingung, dafs die Summe der Werthe a, &, .... conetant 
und gleich m ist, genügt wird: so ist der geometrische Ort des Punctes Q 
eine Oberfläche mter Ordnung; und zwar erhält man, wenn für den 
Axendurchschnittspunct P die Gleichung der gegebenen Oberfläche 

B. XFa(x,y,z) ^ 
ist, als Ortsgleichung des Punctes Q, 

C. ^(rn^tr''F^{x,y,z)F,(x,y,z).... = 0, 
wo a + l) + «««« der Kürze wegen mit t bezeichnet ist, miä wo r die An-- 
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zahl der Faeiorenj d. h. also auch de Anzahl der Gröfsen a , &, . • • • «o- 
wohl in dieser als in der ersten Gleichung (A.) bezeichnet.^ 

Man kann nämlich die Gleichnng (A.) zunächst nach $• 4. da- 
durch umwandeln, dafe man statt ^^ ^ (l — ^) u. s. w. setzt, und dann 
statt irgend einer, z. B. der rten Combinationsciasse aus den Elementen 
fl — -2. )....(! 2), den oben (8. 4.) gefundenen Werth, nämlich 



S(_l)«(«-ay-'*(i-....fjV oder S(~l)»(n-a)'^ ;'' — ^rV 

substituirt Nun entwickelt man aus B, dem Früheren ganz analog, die 
Gleichung 

deren n Wurzeln eben die vorher durch Si ....s^ bezeichneten Gröfsen sind, 
und deren Coefficienten man statt der Combinationsciasseu dieser Wurzeln 
einfähren kann, nämlich 



f iY^ V^i » « • • 9n) ^^^ I*a \^jyj z) ^v 

Dies in den obigen Ausdruck för die rte Combinationsciasse gesetzt, giebt 
für dieselbe 

Wenn man diesen Ausdruck für die Combinationsciasseu in A substituirt 
und dabei nur alle die deutschen Buchstaben, welche Verschiedenes aus- 
drücken, auch verschieden bezeichnet, so erhält man, nach Multiplication 
mit iFtyX,y,zy, die Gleichung 

mit der Bedingungsgleichung 

oder auch 

^A.h.....F,(x,y,z).F^(^x,y,9).... « 0, 

wo nämlich der CoöfBcient ^^^ },.... (indem man für a, 6, •••• irgend eine 
Reihe bestimmter Werthe a, b, .... gesetzt hat ) folgende Summe 

4,.6 = S(n~a)*'-(n-*)*'-* 



• • • 



^) Da keine VerwechseloDg zu befürchten ist, so sind die ünterscheidungsstricbe 
über Xß jTt z weggelassen. 
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mit der Bediogungsgleicbung, a^4'^^ + *-**^=^^> darstellt. Um diese Samme 
zu fiudeo^ wende mao folgendes Summationsgesetz an: 

welches Gältigkeit hat, sowohl wenn c^ ß, •••• Zahlen , also a^ ß, •••• 
CoDibinationszahlen, als auch, wenn o» ß, • • . • verschiedene Elementenrelhen, 
also a , ß , • . • . wirkliche Combinationsclassen sind, das Prodact derselben 
aber die Verbindungen von jeder Combination der einen Classe mit jeder 
der andern darstellt. Denkt man sich das Letztere, so zeigt sich sogleich 
die Richtigkeit des Gesetzes aus dem Begriff der Combination; folglich 
gilt es auch für die Combinationszablen. Hiernach ist nun: 

-^•,*„ •. oder 2(11— a)"'''"(n— ft)*'~^..• = (rn— «—*—... .)"^"*"- •• 

[a'+b'+-...=fii] 

Sobstituirt man diesen Ausdruck för J|^^,.«.. in die obige Gleichung, so 
erhält man 

was die zu erweisende Gleichung €• ist. 

Es ist klar, dafs sich dieser Satz för r ss 1 in den oben dargestell- 
ten Hauptsatz verwandelt. Die Gleichung A. wird nämlich dann 

Vpg; PSn) "" "' 

und die Gleichung C. wird: 

S(ii— or"^F(ar, y, «) « 0; 

welche Gleichungen mit den froher entwickelten ( I. e. und V.) identisch sii 
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5. 

Recherches sur les intö^ales definies. 

(Par Mr. BaUkasar Boncampagni k Rome.) 



Introduction. 

U ne Serie ordonnte aaivant les puissaoces ascendantes eotieres d*aoe va- 
riable Xf aura poitr Mnime ane foiiction cootioae de cette variable, tant 
que la serie reslera coovergente, c'est-ä-dire tant qae la valear de x de- 
mearera couiprise entre certaines limites qu'on determine aisement; et dans 
ce cas la fonction et la serie seront liees par ane equation. En appli- 
quant ä cette Equation Tintegration definie, apres avoir multiplie les deui: 
membrea par une mdme qoantite, on peut dans plosieurs cas reduire a ane 
integrale definie la somme d'ane serie, et reciproqaemeot , calculer par le 
moyen d'ane serie la valear des integrales definies. Cet artifice bien simple 
a ete eniploye avec sacces par plosiears illuslres geometres, et sartout par 
Poisson dans un long memoire sar les integrales definies, publie dans le 
Joarnal de Tecole polytechnique, et par Legendre dans ses Exercices de 
Calcul Integral. Je me propere de traiter dans cet ecrit le mdme sujet avec 
plus de generalite, et de proover qae par cette metbode on peul parvenir 
a uu grand nombre de resaltats imporlants. Mon memoire sera divis^ en 
deax parties: dans la premiere j'appliquerai Tiutegration definie a des series 
algebriques; dans la seconde j'appliquerai le mdme procede a des series 
trigonometriqoes. 



Premiere partie. 

Sapposons determinee par an moyen qaelconqoe la valear de Tin« 
tegrale definie 

f^l^dx 

et de Tautre 

nVx^'dXy 



X,, 
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P etant une fooctioo reelle de la variable x. Supposooa aussi qu'oo con- 
naisse la somme de la aerie 

(a) Hij a^Xy a^x^^ • • • • etc. 
exprimee par une fooclioii continue de x. So\if{x) cette fooetion; requatioo 

f{x) = a(i+aiJ?4-^^ + «-««+ etc. 
etant multipliee par Vdx, et integree dans lea deux membrea entre les 
limites x', x*^, donnera 

(A) r'Vf{x)dx 

= «0/ *Pd^ + ^i/ ^xdx^aif Pa?'i?a?+....+ etc. 

X" X" X** 

Au moyen de cette formule on pourra toujours trouver la somme de la serie 
(*) «0/ ^dx, Ulf Vxdx, Oxf Vx^dx, .... etc. 

X'' X" X*' 

80US forme d*une integrale definie / Vf{x)dx, et Ton determinera r^i- 

proquement la valeur de cette integrale par la sörie (6). Nous allons 
faire voir plusieurs consequences remarquables qu*on peut deduire de la 
formule {A)^ en donnant a P, et a la fonction designe par f{x) des va- 
leurs particulieres. 

Premiere application. 

Nous supposerons 

x'= 1, x''= 0, P = x^-'{\—xy-K 
Si Ton designe par la notation B (p, q) Tintegrale Eulerieone de premiere 

espece 

f'af-^^l—xy-'dx, 

9 

oous aurons 

f'^'Pdx = /V-*(l — ar)^-^ dx = B(p,q), 

x*' 9 

/*'Par'rfa? = /V+'^'(l— jr)^*rfa? = B(p + n,q) 

X" 

et requatioo {A) donnera cette formule connue: 

(1 ) rx^'(l'-'xyf{x)dx 

= a..B{p,q)+a,Blp+l,q)i^ihB(p+!i,q)+ etc 

10* 
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qa'on pent ecrire encore ainsi: 

en ayant egard a la relatioo de SürUng 

B(p-\.nyq) __ y(y + t)(y+2)..».(y+»-0 

Bip,q) (;»+7)(;'+7+0(;»+9+2)....(/»+7+'»-i)* 

Si Ion fait dans la formule (8) 
OD aora 

La formule (3) peut conduire a des resultats assez importaotsy qua 
neos allons indiquer en peu de mots. Preniierement eile donoe une valeor 
finie do rapport 

y^j7f>-i(|_jr)^i(l + ax)— rfjT 

En effet si Ton niet cette valeur de m dans la formole (3), on obtient 

et comme requation m^^p-^rq donne qs=zm — p, la formale precedente 
donnera evidemment^ lorsqoe m = 1, 

y^) J (l + ajr)(l — x)P ~ 8inpÄ(l+a)P* 

On obtiendra aassi de la formale ( 3 ) soas forme d'intdgrale definie 
le terme general de la serie qai provient da developpement de la fonction 

(1— 2*.cosi^+i^')"* 

suivant les poissances ascendantes de h. En effet si Ton pose 

ayant egard a Fexpression 

B(r+M-r) = r(r+l)(r+2)....(r+>-l) .^ 
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qoi est one conseqaence bien simple de la formnle de ^rüng, la for^ 
naie (3) donnera 

~ n V (l—b*x)-'il—xy 

r(>'+t>(r+2)....(r+*-l) , b* r.r(r+l),,..(r,+A— i)(r-f*) 
■" (.2.3....A ''"1.2' 1.2.3.... *(A+1) 

, h* r.r(r+l)(r+l)(r4.2)....(r4-*-l)(r+*)(r+*-fi) 
'*"l.2'* 1.2.3....A(A4.J)(A+2) * 

On sail qne le terme general de la s^rie prodoite par le ddveloppement 
de la fooclioo (1 — 2 b coa« •}• z^)"^'' pect Hre exprimee par le prodait 

>(r+l)(r+2)....(r-f A— 1) ■ 6« r.r(r^-l)(r^-2)....(r+A— l)(r+*) 
2^J 1.2.3....A "♦■ 1 • 1.2.3....A(A+1) 

|, il r.r(r+i)(r-\-i)(r+2),...ir-\-k-i)(r+h)(r+h+i) , ,,^ 
"•"l.S* 1.2.3.. ..A(A+l)(Ä+2) T-CK..... 

Bn designant par A„ ce terme geueral, on aura evidemment reqnatioo 

(bj ui„ — „ — y (x—xy{i—h*x)-^* 

d'ou * 

^'' ■JFsinr« "~y (i_x)'-(l— 6»x)-'' 

Od peat deduire anssi de la formale (3) nne aatre expression remar- 
qnable lorsqu'on sappose 

/»^r+i) y=l— »•» «»s=r, a^ — c. 
Bn effet ces hypotbdses noas donneront 

y* *'-» (1 - jp)-' (1 — cxy* rf* 

, . c r{r+\), c» r(r+l)(f+i)(r4-4) , ..- _ 

l + j3^.2r(2r + l)+j;5^^.2r(2r+l)(2r+2)(2r+3)+eto 

En sapposant 2r=stit4-l) on aara 

«Hhl 



(8) 



i^p-^^ '-^) 



' + rl:3('"+^)("'+2)+T:2X4:ö("»+*)("»+^)("*+^)("*+*^+**''' 
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Si Tob Cut es i^, ob po«rni eeiire ia foniiile (8) ainsi: 



-1 



Eo efleC les fbnMies 
doiaeat 

(i-*y— -(t+*»— _ 

^ + f:^c«+iX«+2)+f:2:3^(«+i)(*»+2)C«+3)(«+4)+etc.... 

Si Ton ft A SS tug«» OD au» aoaai 
d la foraraie (8) 



/ 10) !j Ml»« CO»-« 

Ea tnasforiuot la foDctioa B (^- • ^-i^) «" Eulerieime* de seconde 

eqwee, on poomit obteair par les forainles (f ) et (10) oelles que Le^enäre 
a doooe daos ses Exercices de Calcol lateral toL U, pag. 113. 

Eoio la fonrale (3) donaera des e^mssioas reaarqoaUea faa 
rappoit de deox EtUeriame* de preaiere eapeee. Ea efet, si Foa ecrit 
p-^h ao lieo de ;», et si Tod fait ea m/tmo tenps a;= — 1, od aora 

^"^ -Si^+Xf) "" "'">'+f+A'*"l.2Ö'+f+*)(^+f+A+l) 

et ea üiiaogeaot le rigoe de ai^ ceUe expreaaioo donaera la BoiTaatet 
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{tl\ Bjp + h.q -^-m) __ , m{p-\-h) , m(m-l)0> + *)0>^-A+t) 
^"^ B{p+k,q)~ " ^ ;»+7+A"^l-2(;»+?+A)(|»+?+A+l) 

m (m-t)(i»-2)(/.H-*)(y+A+l)(y+*+2) , . 
"~1.2.3(;»+7+A)f|>+7+Ä+l)(;»+7+A+2) '!"*'**'• ••*• 

En faisant A =sO, les formales (IJ) et (18) dooneot ces expressions plas 
simples : 

Ii1\ B(piq — m )_ I , mp , m( m+i)p{p-j-i) 

4. m(m + l)(w+ 2 )p(y>+l)(;>.f2 ) , . 



m-i)p(p + i) 



iiA\ B(p,q-\-m) I _ »»y I «»( 

__ m(m-l)(m-2)y(p+l)(y+2 ) j. elc 
l.2,3{p+q)(p+q+i)(p-^q-{-2)^ 

d'ou par un simple echange matuel des lettres p et q, on obtieut 

{\&\ B{q,p — m) ^ M , mg , m{m-\- i)q{ q-^i) 

^***' B(p,q) — *T-p +,/"«■ 1.20» +7) (^HKg+i) 

. m(m+I)(m4-2)ff(g+<)(7+2) j. etc . 
+ 1.2.3(;»+7)(;»+7 + l){p + 7+2)T^ ***'••• ' 

/ 1 fi \ -gC^^y+w) __ I __ m? , m(w— 1) 7(74-1) 

^"*' iJ(;,'7) — * p + ^-f"l.2(;,+^)(;,+9+l) 

__ m(m-l)(m-2)7 (7 +l)(7+2) , . 
1.2.3(^+7)0; + 7 +!)(!»+ 7+2) 

Maiutenant, si Ion ecrit au liea de pyp-^-m daos ia formale (15), et y + m 
aa liea de q dans Ia formale (13), on obtiendra 

lit\ B (P*1) —II *»«/ I m(m4-l)7(7+l) . . 

^'^^ B{p+m,q) — 'T^;, + «,+7T^1.2(;,+m + 7)0» + « + 7 + l)^ 

/«> -ßSpLüL- — 1 JL, _JM__ j m(m+l)y(p+t) , ^^ 

^"»^ B{q+m,p) — '■T^+in+^f i.2(;,+«+,)0» + m+7 + l)^*'"'"* 

Les seconds membres des formales (17) et (18) jooisseut d'one pro- 
priete remarqaable, c'est-ä-dire, qae si l'on change dans le premier de ces 
polynomes m en q, q en m et dans le second m en p, et p en i», lear valeor 
o'est pas alteree: en d'aotres ternies, on peat dire, qae le premier de ces 
polynomes est symetriqiie par rapport aux lettres m et 9 et qae le second 
est sym^trique par rapport aax lettres m et p» Cela pose , il est evident qae 
les formales (17) et (18) condaisent a ces relations remarqaables: 

B(p,q) B(p, m) B(p,q) B(q, m) 

Ä0'+»»*7) Bip-\-q,m)' B{q-\.m,p) Bip-^-q.tn)* 
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B(P»4) Bfp,4) 



Ä>, •)«<p+«s f) Ä(f,»)Ä(9+»,^) — B(p^q, m) ♦ 



Peoxieae applicatioo. 

Si foB iaM dus b foraole (^) 

x' = 0, x" = oc, P = 
eo desiguut mvee Legemire par r(^) l'iategnle 

PeqaalMKi 

doniUUlt BOB aCBlC»CBt 

4^ =r^^ä. 



(if) f e*^ ar^ f{x)ix 

= ii?[-fer(ir)+^r(;r+i)+|ir(,»+2)+«te....]. 

Et eoaae on a geaeia leaeat 

r(F+*) = i»0»+i)(;»+2)....(/+A— i)r(f) 

la fomole (it) poarra enoore a*ecriie de oelte aaBiere: 

Poor OB preaier exeaple de Ib fomBle (SO) aoit 
/■(x) s= r^, «„ = 1, «1 = — Y- Bt » j-j, etc., 

BOBS BBTOBS 

Deox BBtfes forwüeB wirqBBbles peaveat ae dedaire de Ib fonBale (tO>, 
ea CusBBt saceeasiveaMBt 

f{x) ^ eoatx, /*(x} s= aiBtx, 
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d^ =s 1, «i SS 0, «I =B — -f-ö-**» <% ■= etc 

«b = 1» «1 =* "J-» <»» = 0» <h ^ — j 2.3 ** ®^ •••• 

ce qm donoe 

"" l^l*~ 1.2 'P^ 1.2.3.4 j4 — ew....j, 

_ro.)rA. « #>0>+i)»-f2) *« . 1 

~ ^ÖP iTT 172^3 • j, -t- eic...j . 

Eo röflechissant qae Ton a par de« forarale« connues 

(1+ungV)*'' " 1-2 wnrri- 1.2.3.4 ««>ry+etc.... 

(l+tang*/)4p — Yiang> ^ j.s »n^r-reic , 

on verra ^Tidemment qoe Thypotbese « = A tang^ donnera 



Ces formules renferment comme cm paHicaliers les expressioDs eooooes 
(24) /**-*'«^'co8(*taogy)x4ra?«p^i^, 

(«6) /"*-»' «^»8io(*tangy)xrf«=^^^. 



Les seconds membres de ces expressions penvent 6tre transformös en ima» 
ginaires par les consid^ratioos suivantes. Soient 

le modale et TargumeDt de Texpression imagiDaire s-j-k ^ — 1 , on aara ge« 
n^ralemeDt 

epy»^-* 4- r-TTf^-^ (cos y + j — 1 . Wky)P ^^ (co8y — j— 1 . sinyy 

cos/yy = 2 2 • 2 ' 

e?iy/-i — irrnf-^ _ (cosy+y~l*tMiry (cosy— •— t>smy)P 
«»"/^y = 27— i 27=1 27=^1 

et par conseqoent 
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^ 1 • — («+*•— ly («— >•— ly 

Les fomales (t4) et (26) pourroDt donc s'ecrire encore aiari; 

Les fonnde« (86) et (27) ofteot la detemioation d'un gnuid oombre d*!!!- 
tegnües definies. 

Eli effei, ai daiia oes fonanles oo fiut a =s 1 , on obtient 

(«8) /"*-»* coiaarrfa? = j^, 

(W) /"^-''suiaar^rar^j^. 
i roD fait «sl, OD a 



(30) /•#^ar-«co.*rf* = rM«j^^ 

(31) /"^ar^^aioxrf* = ^^|f . 

30) ei (31) doBoatmt pour A ss 0, 
(33) y*«^'coia?rf«=sr(;»)cos-^. 



(33) f*af^maxix = r(/»)sin-^. 



Boanite pour p = i» P=^^^ P'^^y ^^ obtieDdra par les fornmles (8t) et 
(33) les resoltats raivaofs (res simples: 



(35) / Biüxix =1 — / xcMxdx ^sz 1^ 







(36) JeoBxdx =5 / xsin^rtf^ ss 0. 



Bo faisaut /^sO, la formale (3S) donnera 

(37) f"^dx=LO. 
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On verra plus bas qu'aa moyen de ces expressiona Ires aiinples ou peot 
parvenir a determiner la valeur de plosieora integrales defioies.plas com- 
pliqaeea. 

Uo aotre exemple remarqaable de la formole ( 20 ) a^obtieat eu faiaaul 

f(x) s= C0B(2z/kx)j 
et par suite ^ 

Ou =s I9 Äi s= — —T — y Ot = I g etc.«. 
Ell effet dans cea hypotheaes la formale (80) donnera, eu j faisaat p ^ ^^ 

(38) /V^a?*"-*cos(2arV^*a?)rfa? = 7^^^'% 


et pour it = 1 , 

(39) y*V^a?-*coa(2Ä|r*a?)Ar = ^«^'N 


r^oltat qui est d'accord avec uue formale connae. Si dana ia formale (39) 

00 fait X ^y\ A ss A% sr ss 0, on a cette expresaion tres simple: 

qui est dae ä Euter. 

Eafin, A dans la formule (SO) on fait 

nx) = (i+Ä«)-, 

^^ ^ ^ m(i.+lH«>-f 2) ^, ^,^ " 

on anra 

(40) f^r^af^\i'\^hxy^dx = 

IMi P^ l' JL P(;^+l)m(m+l) A« y^y+l)»-f2)m (ii H-lXa>+2) *' . ^.^ 1 

7^1* — r t + 1:2 p ny-T -si+etcj 

Lorsqu'on r^dait a Tunit^ la qaantite A ^ la serie du seeoud membre 
de reqaa(iou(40) devient celle qne Mr. Kummer dans ses recherches sur 
les integrales defiuies designe par xiPf^ffO* (Vojez le present Journal 
YoL 17.) La formule (40) donnera donc lorsque Asl, 

f^-^'^x^^'ii^xr-dx^^ ^X{p>m,k)y 

d'oü , qoand on fait n = 1 , 

(41) /'e-^xF-'il + x)-''dx ^ y-^xip,myk)'. 

II* 
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fonmie ig«irfnHf k ligaeüe panrieaC Mr. Wmwmir par ne man 
ttefe iYmj. ee jornud tsL 17, pig. tSl> 

Troitieae applieatioi. 
eseore dsM ki fenrale {A) 

• • • • 

Mt ue Talev eouw fall eat CKÜe a dMenüaer. 

Ba efet aae fonaale, qae aoaa Teaoaa de troarar daaa rapplicatioo 
prcc e deate, et qai dTaillean est trea-eeaaaey aoaa deaae 

CeaC ce qa'on dteootre aiseaent an BOjen de 1* fonwle de redodion 

de laqoelle poar lea Taleara aa c c ea wv ea 

»st, fisSy fi=s39 iis49 iis5, 11=6, etc.... 
ea (ire lea ^aatioaa aaivaatea: 

y V'* xdx =r 0, J^€^^ix ^\f^€^^:i^ix = i.liTr, 

• • • 

• • • 

# • • 

ece* • • • • 

CoodooDa qae riategrale y r^x^dx aera naile poar toofea lea valeara 
inpaires de »^ et qae poar les Taleara paires de n die prendra lea yaleara 

♦ r ^f 2*^^ "2^"^^ ""2*"""^^ 2* » '* ^*^ • * • • 
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On aon done 

(42) /%-'Y(a?)rfa? 

• - 

Ajonfons qae de F^aatioo 

f(a) CS a^^ + ügX-^ 02^^ + a^x^ + a^z^ + etc 

(eo exprimant les derivees de f(x) par les notationa f'(x)^ f'{^) ^^^ * 
a la maniöre de Lagrange) oa tire lea valeors 



• • • 



f(0\ =: - flM - fl. /"(Q) ^ a etc 



1.2 »» 1.2.3.4 

La formole (42) poarra donc ^re öcrite comme soit; 

n0^f{ä)ä3P 

= i/-»[A0) + r24^*(0)+j^.^r(0)+ete.....], 

(48) f'e-'*f(x)ix 

La sdrie 

« = AO)+^r(0)+o.^r(0)+etc.... 

se rMoit aa deveioppement de V'miegnAe definie 

' 

Ce theoröme qae Ton tire de Feqaation (43) peut encore se deduire d'one 
formnle qae Laplace a donn^e daos le XY. cahier da joaroal de Föcole 
poIyCecbnique. 

Qaatrieme applicalion. 

Faisons dans la formale {A) a^^ssoo^ x** ssiOy et soccesMvemeiit 

P = ^^''"^cosar, P Ä dp^*sinar. 

Les formales (3S) et (33) neos donneront non seolement les valeurs des 
integrales döfioiea 

f xf^^cosxdx, r af^^ninxdx, 
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mais aiissi les valears des integrales defioies 

af^"^^ COBX äx, I af^"^^ sin x dx 

• 

exprimees par les formales 



qu'on obtient en changeant /^ en /^ + n daos les formnles (32) et (33). A vec 
ces valenrs uous aorons 

(44) / a^C08xf(x)dx 

==fl,J(/»)co8^^+a,r(/»+l)co8«^3r+«,r(/»+Q)co»i^T + etc..... 

(45) f'a^'müxf(x)dx 



ce qu'on peut encore ecrire ainsi: 

y *x^* CO« jr f (jt) if jr 

<**> ^ — rw 



(47) 



f*3^~* tmxflx) rfjr 



00 biet) encore plns simplement, 

y* * jfP-* C08X fix) dx 

(«) ^— n?r — 

= ai,cos ^— p«, sin ^ — j> ( p+1) Äjcos ^ + p (H-1 )(/H-2) «j sin ^ + etc. 

(49) -* 

^ ^ r(;.) 

— «„sin^ +a,/JCO«^-- «,f»(;^f I) sin ^--ff,r(A'+0(/»+2)cos^ + etc. 



••— 



•— 
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CiuqQieme application. 

Sappomns enfin dans la formole (A) x^ sss oo , op^' as , et suoceflK 
«vemeDt 

las formoles (30)et (31) donoeront non sealement lea valears des int^ 
grales d^finies 

• 

1IIIU8 aoasi Celles des integrales definies 

y •^lor^jpp+^i ^^^ j^^ /* V^'jcH^-* sio jr dx 

ezprioi^ par les fortnules 



(1+»») ' 

On attra donc 



( 60) y^^ a^ cosa? f{x) dx 



(1+*»)»" (!+»*) *~ (H*') " 

(61) f*e'**a^^mnxf{x)dx 

_ r(y)>üiyy , r(/>+l)gin(;»+t)jr r(y.f 2)sin(y+2)jr . -.^ 
— «9 ^ + »1 gl T*» 3? |-eic.... 

(1+»»)» (i+*») * (1+**) * 

et par snite 

f'^tr*' xP~^eo»xf{s) ix 

<"> ■• m 

y * c^^ xf^^ sin X /"(x) dx 

(53) ^ r^^;^ 



8S 4, M0m€0mpm§mi, mka r i r i tmr Im 



Denzi^Be partie. 





* ^ * 




\ etttt den CMctiaM iMIes de x. SoppeeoM aivi f«^ 

i^, mixeommx, mt9^ctm7mx etc. ••«• 
mi%wmmx, m^^^mm^mx ete. •••• 
exprniee pur deex foseUoM reeOee H eoaünes de z qoe bom 
pur ^C^) et ^(^)9 <Ni am lee eqoatioB« soiTaBtes: 

(P(«) SS ab + «|«reoe«ijr4-4a^co62«ijr-f- etc.... 

Ba Bikipliaat la preaiiere par 9dx et la aeeoade par Viix, 

puat daoa Tooe et Faotre duiqne tenae eatre les liaiftea xi' ti xi"f 

obtiendra lea foramles 

/^((>(x)Pdx 

=5 aoy^'^Päx + mgxy^Peommxix'^m^y^Pcom2mxdx + ttc.... 

f^ifi^V.ix 

= mixj^fimnmxix ^ mt9?jVj,mü2mxix ^ fit. .... 

Ab Btojea de cea fonaales Tob poBrra tOBJoara troBver la aoau 
m^r^Päx^ m^xJ'^Poommxixy m^^^f'^PcM'Xmxix etc.-.. 

Äi^y V^ninmxixp mtX^J^V^msi2mx4x etc.... 



aoos fonae de deax iategralea defiaiea 

rV(t>{x)dx, f''v,^{z)dx 

X*' x^ 

et Ton determinera reciproqaeaieot poor eea aeriea la valear de eea ia(e- 
grales defioiea. 

Nou9 alloaa voir comBieot en plaaiears eas, ou poiaae parveair a 
ce doobie objet« 



I— mnr 
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Premiere application. 
Soieiit 

P = ;Tpr, P. = ;:4^» *' = ~» *" = o, 

des yalears particuli^rea de» fonctioos P et P^ et des limites x^ et x'\ Od 
aora par des formules ooDoues, 

f Pdx = ^TTf r^Pcosmnxdx = y P ammnxdx = |T€ 



et les formules (B) donneront 
(1) /*-^l^i^ 

o "^ 

(*) y^'jS^ =*»■(««,*— +«»a,^"'+etc ). 

' 

Exemple premier. Si Ton sappose 

^ . H ^ ll(ll~l) ^ tl(tl— l) (tf^2) , 

^> = 1» ai 5= j, Oj = — j-j — > Ä, = rr273 — ®*c 

00 aura necessairement 

A et ^tant determiues par les equatioos 

R z=: (l + 2«cosmx + ft^)*, e = aretang-r~L2t£i.. 

En substiluant dans les formales (1) et (S), oq troavera 

en observant que 

Eo changeant 1e signe de to les yaleora de Oo^ ^o ^.^c seroot döterni- 
n6es par les ^qoations suivantea: 

et on aura alors 

^(if) SS It-'^cosud, H^(z) = JB— siniifl 

et par soite 

(•) r ^-yi'jf" - ir-iTd + ^r-O-. 

Crono't Joonitl f. d. IL Bd. XXT« Hoft L IS 
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(4), 
C 

(8 

(» 
(10 



Si Tod combine par voie d'addition oo de mtaatnetion les formales (S), 
&)) (^)t ou anra aiuni 

/- "'•'•VI'!;"'''"'' - i»Ki+«'-T--(«+«*-r-)j. 

Ajoii(oo8 qoe lea formales (7) et (8) paiaqu^elles peaveot £tre ecritoe ainsi: 
donnent poar ane valeor imaginaire de u, p. e. ti s^iit /* — 1 : 

Ou poorrait obtenir des r^oltats aualogoes par les formales (9) et (10). 

Exemple seeond. Si Ton sappose 
Oo SS tj «1 — 1, Ä2 s= —i, «1 « i, Ä* = — i^ elc.-., 
OD aora 

(P(ä) =r log(l+2arco8inar + 5^^), ^^(«r) = arc toog j-^|B^ . 

On troavera parsuite 

(11) /%log(l+2ÄCOsma? + ir')^^;J^ 



/• . zninnx rds t i /4 • 



Bo röflechissant qae le döveloppement de la foootion log(l+^^^^ doooe 

la formale (11) doaoera 

(1«) y"log(l+2«coa«i«+«')^f|;^ = »log(t+«er"'), 
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et Celle -ci par un simple cbaogement de eigne de z donnera 

(18) y"log(l-:i«rcosma? + «*)^:il^ = Tlog(l~«rir-0. 

Eo combioant par voie d'additioD oo de eooatractioD les formolea (12) et 
(IS), OD obtieodra les suivautea 

^%A\ /**! /l+2«cosmx+**\ rds ^i^^ /l+««^*'^\ 

Si Toa redait i TaitU^ la valear de x dans les formales (IS), (18), (14), 
(15) 00 eo tirera les ezpressioos plos simples: 

(1«) /"log(2co8ima?)-;^ = ^rlog(l+ir"'), 

( 17) /"log (2 sioima?) ^^^^ == irlog(l— #-0, 

(18) /•log(cotimar)^j;|;L_«^,Iog(|±^), 

(I») /"iog(tongimx).j:£^=irlog({=^ 

dont les deox premierea, et la derniere aont duea a Fillaatre geomötre 

Italien Bidane qui les a donnees poiir la premiöre fois dans on memoire 

tres-important sar les integrales definies In a FAcadömie des sciences de 

Torin le S3 Mai 1812. 

Exemple tromeme. Si Ton fait 

1 1 1 , 

on anra "^ 

(p(«p) = e*«*'~'cos(«sinm:p), >//(«) «= «*~*"*'sin(«sinmd?) 

et parsuite 

(20) y"^*"'~cos(Äsinma?)^:/;|^ = isre**"""" 



(«1) y^«««~"'8iD(«siomar)^;^^ = ^«•(««-'"'-.1); 



car le developpement de la fonction ^^'"'' en serie donne 



•V g^'^^ 2^ Ä— 2inr 



Les expresaioos (20) et (21) on Üt trouvees par Mr. Cauehj/ a Taide da 

12» 



calcal des r^idos. (Vojes EzereiGes de MjUheouUiqoes , voL f. pag. 1060 
Notre aethode eo doone ime TerificaUicQ tres simple. 

Exmmple ^uatriame. Si Foq faic 

Hi= 1, Qx =0, «, = j-j, fl, = 0, «4 = \.2.^.^ etc.... 

ea rnjant ^»d aox eicpreasiaiis coonoes 



-^^ •cos(5co««ix) = 1 — 7;;y<^<^3*»^ +17^^3-4 COS 4«ix 

— eCc ...• 



co9:«r*n — t — 1:2" + 1.2.3.4"" •*«••—» 

les fonnles (1) e« («) doBMrMt i—i liiiH ■! iit 

(«) y *"""+' '"" c<w(»coewj) ^rf^, = iTCO»(c*— ), 

*^ 

RxetKfU ärn fm iimm^ S Toa ssppose 



1^=0, «1 = 1, «1 = 0, «, = _j-— ., «»bO, etc. 

OB «m eette aatre fomale: 






foe Tsa iciwra des fomaies (1) et (S) ea ajaat c|^ aox expressioBS 

-aiaC^cosaix) =s — cosaix — |-^cas3aix+ etc. .... 



+r-- 



V* 



= y «•»— j-|-5«m3»i«+ eie. 



S Tm rUut i l^uite les valean des coäS- 
M^^ fli. fli etc. •••• oa 
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et parsuite 

(^K\ f^ g sin nur xdx ^ ze^^^ 

car, 00 a 



i—zer> 



Deaxieme applicatioD. 



Sopposons maintenant que P et Pj aoient determinös par les 6qoations 

P — ^^^^^ p «^ rmnhx 

ou bieD par les eqaations 

Prenoiis toujoiirs x^^soo^ x^*s=zO. 

Dans cbacuD de ces deux cas les formoles connoes 

/"^rcoshxdx i^^^rh /*"" r sink xdx i^^rh 

• 

determineront la valeur de Fintegrale defioie f Päx et donueront aussi 



aisement les valears des integrales definies 

P cosmnxdx, 1 Jf^ÄVLmnxdx. 

o o 

Ed effet, 81 dans les formoles precedentes oa ecrit soccessivemeDt 
Ji-fA et h — k au lieo de A^ od obtieudra 

• "^ ^^ 





sin Ä« Bio *af ^:jrx^ = i»-«-*^^ 5 — j, 
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■ 

* 

Od obtieudra les valeurs dea integrales definiea 

coshxcosmnx -^^^, J ninhxHinmnx ^^-^, 







siiiÄjpC08miia:-jr7-— , / cosÄo: sinriinap-^-j— -^ 

eil faisant A^smit dans les expresaions precedentea. Donc par lea hypotbeaea 
que noQs avons admis, od pourra dedoire dea forniDlea {B) lea auivaatea: 

/07\ f^ fp(z)eMhx.rdx 



r*+x» 



(28) /^"" yWsinAac.rrfx 



rs+or* 



/M\ /** y(g)ginAg>acrfjc 

= 4,^-[^+..,(=:±f:r:)+^^(£r±f:!r)+e,o.....]. 

o ■ 

=. ~iy€r^-[a,g (^"'-^'" ) + a,a^ (^'"^^^''" ) + el^ ]. 

Poar doooer uo exemple de cea formalea, ooiia preodrons le caa Ires aimple 

Hu =3 Hl =s Oz 8S etc s 1. 

Od aura 

• 

et lea formulea (28) et (29) doDDeront 



ogv /** zsinmxcosAx xdx . ^,> f agr^'' se^*^ 1 

t^*^ y 1— 25C08mx+»«*r»+x» ~ *^^ 11— zr— »^^ 1— se«J' 





car OD a 
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1-ze-""- ~ «^"^+ (««^* + («*"^)* + etc. ... . 



i^r^r =* **"' +(«0' +(«0' +ctc- 



Oo obtiendra auasi 

/S4\ /** gcog^g sinnig xdx ^^ . jf-*' f -*?Z!ÜL-. ze'*'' 1 

eo cbangeaot le signe de z dana les formules (3.^) et (83). Si Ton 
anppoae 

lea formales (32) et (34) douueront 

y t— co82ax •r*+a?« *^ ♦^^^ ll— «»«• l-e^H' 

Par des redactions biea aiinples ou troavera 

— \^ o =* -^ l-coa(a + *)x, 

1 — G082ax sinax • vi// 

sin (a-|-&)a7 sin 2 aar cosftx / . •^ 

— 4 , ci =» CO«(a + 6)4r. 

l-t-co82ag eosax ^ " ^ 

Eo sobstituant ces valeors daas lea eqoations precMentes et eu ayant 
egard a la foroiole 

OKI aura 

r^i^hx rdx _ i-^a+5)rri . _^!L.__e:Ül.l 

>costx rrfx t5r^.+*)rri . _^__£rüi.i 

En reduisant aa mdme dÖDomiiiatear les fractions des secouds membres, ces 
formoles pourront s'ecrire Biunii 

/"^ mnbx rdx nr^"" r^ eo%hx rdx _^ ner^* 

mnax * r*+jr« ** «-«'+€"''* J cosajr * r»+x» c^'^+e-"' * 

Poar des valeurs negatives de la coostante h on aurait a substituer ä ces 
expreaaions les saivantes: 

/* mxkbx rdr ne^" /** eonbx rdx 

sinax ' r*+x» *^ e'^—&"^^ J eosax ' r*+x* ~ >'' + «-«•• 



ire*'' 
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et cellefl-ci ajoutees aux precedentes doDneronl 

i^^\ r^ sinfta? rdx . ^r^^^r 

• 

Si Ton differentie par rapport a b les deux membres de cliacaue de ces 
equatioDs, oa aura 

Si an coutraire l'on multiplie les deux membres de cbacane des eqoatioas 
(35) et (36), et qaoo integre eusuite par rapport ä 6, on obtiendra 

^ ' J X8infla?*r»+x» ~ 2r * e»»-— c-«'^ ' 

i 40\ /** BJnbx rdx ^_ j»^ SlLzU^^'' 
^ ' J xcosax * r*+jc* ""^ 2r*^?M^e-^' 

lies formales (35), (36), (37), (40) comprennent comme cas particuliers les 
expressioDS tres-remarquables, que Mr« Cauchy a donue le premier daus 
un memoire sor les integrales definies präsente ä Flnstitot de France le 
22 aoüt 1814, et que Legendre aassi a donnees dans ses Exercices de 
Calcul inl^ral p. V. pag. 135. En effet^ si dans les formules (35), (36), 
(37) et (40) on fait r = 1 , on aura 

'* sinftx dx , c* — e"^ 



/ 



/ 



/ 



eosbx dx . g* + ^^^ 



/ 



ftinftx dx , e* — e^ 

xcosax ' 1+x* * c"+e"* * 

** xco8ftx dx ^^ , e^+e"^ 

sinax * l-f-x* "~ ■ e* — e-* * 



et ce sont les formales qu'on doit a Hr. Caucfy. 



I 
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ff*. » *. 



•% *«* 



fC* 








fe- 



e/- 



eo 



-) 






er 
b- 

er 
ti- 



«.^.^w.«! 4.f» ovAvucr jLuiegraigieicniingeii bervorgeben. Entbält die 

GleiehuQg fm^ssQ imaginaire Wurzeln and man beootzt dieselben in den 

Cralte't Joornal t d. M. Bd. XXV. Heft 2. 13 
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6. 

Einige neue Integralgleichungen des Jacobischen 

Systems Differentialgleichungen. 

( Von dem Herrn Professor Richeht zu Königsberg in Pr.) 



In der Abhandlang 15. Band 23. d. Joorn. habe ich Seite 866. n — 1 alge- 
braische Integralgleicbuogeu des Systems DiflTerentiaigleichaDgeu 

welches der Uerr Professor Jacohi im 9teii Baode d. Journ. aus dem Äbd^ 
sehen Theorem hergeleitet hat, aus demselben Theorem deducirt 

Diese Integralgleichungen haben eine solche Form, dafs ihre ersten 
Theile zugleich n — 1 von einander unabhängige Lösungen der mit obigem 
System correspondirenden partiellen Differentialgleichung 

Pxy \dXyf ' F'x^ \dxj ' • Fxn \dxnf 

-g ] 

für xssXf, bezeichnet, und 

Fx = {X — Xi)(x — j?,)....(a? — x„) 
gesetzt wird. 

Bei jeder dieser Integralgleichungen werden zwei Wurzeln der 
Gleichung /*ar = benutzt, während Herr Professor Jocoii in der Ab« 
handlang 8. Band 24. S. 33 eine Integralgleichung von ähnlicher Form, 
und zwar durch directe Integration gefunden hat, worin nur eine dieser 
Wurzeln vorkommt, so dafs hieraus, wenn alle 2n Wurzeln dafdr substi- 
tuirt werden, 2n solcher Integralgleichungen hervorgehen. Enthält die 
Gleichung fx:=s imaginaire Wurzeln und man benutzt dieselben in den 

Cf«lle'i Journal f. d. M. Bd. XXV. Heft 2. 13 
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beiden ebengenaimleu Auriösuugeii, so ersebeiuen »ie in imaginairer Form, 
leb werde daher im Folgenden eine andere Auflösung mittbeilen, welche 
ebenfalls von zwei Wurzeln der Gleichung /*j? = abhängt und die Eigen- 
schaft bat, reell zu bleiben, wenn man für diese beiden Wurzeln zwei 
conjugirte substituirt. Es ist mir aber ferner, was bedeutend wichtiger 
ist, jetzt gelungen, vollsländige Systeme von n — 1 Lösungen der obif^en 
Gleichung (2.) zu Gnden, deren Charactür darin zu suchen ist, dafs sie 
durchaus k^ne der Wurzeln der Gleichung fx = enthalten, oder irgend- 
wie voraussetzen. In der oben angeführten Abhandlung hatte ich nur zwei 
solcher Lösungen , und zwar in $. 4. durch eine direcle Integration, welche 
ich die verallgemeinerte Lagrunyesche Methode nannte, abgeleitet, hingegen 
in $. 6. mit dem Abelschen Theorem in Einklang gebracht. Auf ähnliche 
Weise werde ich im Laufe dieser Abhandlung meine neue und allgemeinste 
Lösung sowohl auf demselben directen Wege der Integration deducireo, 
( welche zugleich mit der oben angeführten , auf einer höchst sinnreichen 
Erweiterung der Aufiösungsart einer beriilmiten mechanischen Aufgabe be- 
ruhenden Jacobischen Integrationsmethode im Wesentlichen übereinkommt) 
als auch ihren Zusammenhang nn't dem Abelschen Theoreme beleuchten 
und einige Hauptformen desselben direct durch passende Integrationen 
herleiten. 

2. 

Es sei fx irgend eine ganze rationale Function von x von belie- 
bigem Grade. Fuhrt man die Gröfse / ein, von der Beschaffenheit, dafs 
bei der obigen Bezeichnung die Gleichungen 

^' dt ~ "Px, ' dt '^ Fx, ' dt •" PXn 

bestehen, so fAhrt der bekannte Satz, dafs man 

hat, wo n^^ eine beliebige ganze rationale Function von z ist, und 

-p— J ^, den CoefBcienten von z^^ in der Entwickelung des Bruchs y- 

nach fallenden Potenzen von z bedeutet^ sogleich auf die Differential- 
gleichung: 
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aofl welcher e$ich, aufser dem Systeme DifferentialgleicboDgen (1.), ooch 
folgende ergiebt : 

Nan hat Hr. Prof. Jacobi am aogefuhrteu Orte Seite 34 die schöne 
Bemerkung gemacht , dafs, wenn zwischen den Variabein x^^ x^^ •••• x^ 
die Differentialgleichungen (I.) hestehn und a und 3 zwei VVnrzeln der 
Gleichung fxs=zO sind, das Integral 

worin d / durch die Gleichung (4.) gegeben isti denk algebraischen Ausdrucke 

gleich Ist. Fuhrt man das gewöhnliche Summenzeicben ein^ so hat man 
daher unter den gemachten Voraussetzungen die Gleichung 

Nennt man die Werthe der Variabein x^ X2j ..•• x^j welche sie 
fär t^ssto annehmen , resp. ^ , ar*^ , .... o^ , und setzt das Product 

80 erhalt man aus (5.) folgende Gleichung: 

/[ (,-.,/-/>,(h). ].-^(*''-^g'^' 

Man sieht hienach leicht ein, dafs, wenn die Function fx den 2nten Grad 
nicht übersteigt, die algebraische Gleichung 

dem System Differentialgleichungen (I.) GenOge leistet, indem dann die 
linke Seite der Gleichung (6.) verschwindet und das zweite Glied der rechten 

18* 



i 
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Seite = — Const gesetzt ist^ da es von den nVariabeln x^^ dr,^ •••• t^ 
unabhängig ist. Man erhält daher folgendes 

Theorem 1. 

f^VVenn a und ß zwei Wurzeln der Gleichung fx:=sO sind, welche 
^den 2 Uten Grad nicht überschreitet, so ist die Function 

7. „r = ir(Fa.Fß)f V/^^'^.i^v +>»> + , ^^"i,,^ } 

^^ H^i — c)(a:|— /?)/^jCjj • • («„—«) (x, — /?) Pap* > 

99 eine Auflösung der partiellen Differentialgleichung 

was ich hier kurz auf directem Wege beweisen werde. 

Beweis. Setzt. man 

fx = (x — a){x — ß)^x, 
so geht die Formel (7.) in folgende über: 

Hieraas erhält mau sofort die Gleichnng 

( q>x^ \ 

Multiplicirt man diese Gleichuug auf beiden Seiten mit 

F'x, 'V{Fa.Fß) 

and zieht je zwei untereinandersteheode GKeder zusammeo, so erhält maa 
folgeode Gleichung: 



9x, / 



yr (Fa.Fß) 

_ y(/'x./'x,) / 1 , 1 ^\ __ 

(x, -X,) Fx, Fx, \(Xi-«X^,— /Jj ^ {x^—ß){x^—a)l 



. • • . 



(a?n 



— xjF'Xj Fx«) V(x,-«)(x„-/J) ^ lx,-«X*i— Ä' 
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Vertauscht man in dieser Formel der Reibe nach die Argumente x,, 
x^y .... x^ mit X|, so hat man im Ganzen n Formeln, in deren Summe 
sich alle die negativen Glieder der zweiten Reihe gegen einander fortheben; 
also zuletzt die Gleichung 

deren zweiter Tbeil s= [ r^^l . mithin identisch =: ist. So erh&It man 

also sogleich die zu beweisende Gleichung (8.)« 

Nimmt man för a und ß n — 1 beliebige Paare der Wurzeln der 
GleichungY*j7 = 0, so erhält man aus der Formel (7.) n — 1 von einander 
unabhängige Lösungen. 

3- 

Man kann, um solche Systeme von n — 1 Lösungen mit einander 
zu vergleichen, bekannllich alle als Functioaen der n— 1 dem Anfangs- 
werthe or^ entsprechenden Anfangswerthe der übrigen Variabeln darstellen, 
welche bei einem jeden vollständigen Systeme Integralgleichungen des 
Systems Differentialgleichungen (1.) statt der willkürlichen Constanten ein- 
geführt und aus einem derselben als Functionen der Variabeln bestimmt 
gedacht werden können. Es wird in verschiedeneu Fällen filr die Kflrze 
des Calcnis vortheilhafier sein, die eine oder die andere von den An- 

nahmen 

a7j = c», x\ z=i ooj j?j s= a 

zu machen oder x^ gleich einer andern Wurzel der Gleichung fx =:0 zu 
setzen, welche unter den zum System der Lösungen benutzten n — 1 Paa- 
ren nicht vorkommt. In unserem vorliegenden Falle werden die n — 1 Grö- 
(sen x\y x\^ .... xl als Functionen der n Argumente bestimmt, wenn man 
sie aus n — 1 Gleichungen folgender Art eliminirt: 

Nimmt man z. B. an, dafs in allen n — 1 Lösungen a dasselbe sei and setzt 
«* SS a, so werden die Gleichangeu die einfachere Form 
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kabeu, während, weun x\ eine andere Wurzel der Gleicbuug fxs^O 
i!4, die Form der Gleidiiiiigen folgende ist: 

Nioioit man für a oud ß zwei coujogirte imagiuaire Wurzeln der 

Gieiebnug fx ssO an, so erhall die AaflösoDg deei Tbeorenui 1. eine reelle 

Form. 1^1 nemlirb 

a = r(co80 + tsinO), 

= r(cosfl — fsinO), 

so geht die Formel (7.) in folgende fiber: 

und mau kann daher, selbst weoo /"x s= laoler iaa^oaire conjngirte 
Wurzeln bat , n — 1 reelle I.<ösaugen aofstellen. 
Nimmt man z. B. an, es sei 

fx =: 1— ar*, 
wodurch man auf Eigenschaften des Integrals 



geführt wird, welches Legendre im Sten Baude »einer „Theorie des foiie> 
tioos eUiptiqaes" hehandelt hat, so erhält mau, als eine allgemeine Lösanr 
der partiellen Diflereutialgleichung 

eine willkärlicbe Function zwischen den beiden Wertfaen des Ausdracks 
13. /{(l + (l±/5)^. + 0(l+a±*^5)ar, + xJ)(I + (I + /5)x, + x;)} 

j Vd-xt) . yr{\-x\) 

• «(x,-x,)(x,-x,)n+(l±V6)a-,4.a-») "^ (x,-x,)(x,-x, )(!+(! +V5)x,+«;) 

^ (x,-».)(x,-x.)(i+(r±v"4)*,+j^)r 

Uebrigens ergeben sich aus den Gleichungen (26.) und (87.) meiner oben ange- 
führten Abhandlung iu diesem Bebpiele sofort folgende einfachere Lösungen : 

"• «'» - i(x,-x,)(x,-x,) + (x,-x,)(x,_x,) + (x.-x,)(x.-T,)f +*»+*«+*.» 

Iß „ — ( x,x, V('-^?) . x,a.V(t-x;) , x,x,v"i -x;) r-_/i t . j_v 

*"• "^^ U,(Xi-X,Xx,-X,)'T"x,(X,-»,Xx,-X,)~X,(X,-X,i:x,-X,)f ^X.T"x,''"x,/' 
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Setzt mau iu der Auflösung (7.) fx = i^—^*)i«—^) ^ ^^^ jjj„„ a = c» 
Qod = 1, so erhält mau folgende Lösung; 

16. r, = /r(l-a?,)(l-a:,)(l-ar3)l f-, ^ß^^ + ,-, Yll^Z^A 

. Vd-xj) \ 

~<1— jp,)(ar,— x,)(x,— Xj)f* 

Nimmt mau in diesen 5 Functionen (13), (14), (15) und (16) 

X^ = oo, Xt SS. x\^ Xj SS3 Xl 

au, so werde» die folgenden Fonctiouen von xl und x", 

-i^(i+(i±/5)^;+0(i+(i±A5)x;+o, 

und 

/((l~x;)(l+:r;)), 

während ar^ und or^ ist, aus den Gleichungen 

V, = — (xj + arj) und r; = ^(1— Oa-O). 
wenn man links die Werthe aus den Formehi (14) und (16) substituirt, 
als Functionen von Xi^ x^^ x^ bestimmt werden, welche der Gleichung (12) 
ebenfalls Genfige leisten. 

4. 

Auf eine ähnliche Weise, wie im S.S., kann das Theorem, welches . 
ich in S* 6* meiner angeführten Abhandinng aus dem Abd^iAiew Theorem 
abgeleitet habe, direct bewiesen werden. Ich ziehe es jedoch vor, dasselbe 
auf folgende Weise darzuthun. In %. 3. der oben angefahrten Abhandlung 
hat Hr. Prof. J^icoM durch direcle Integration gezeigt, dafs, wenn a eine 
Wurzel der Gleichung /ar = ist, deren höchstes Glied den CoSfücienten 
A^ besitzt, 

ebenfalls eine Integralgleichung des Systems ( 1 ) ist. Dividirt man daher 
den linken Theil derselben in das Quadrat der Lösung (7.) , so erhalt man 
folgende Auflösung der obigen partiellen Differentialgleichung: 
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V(x.-«)Fx, + ••••+ (x,-a)FxJ "^ 



welche sich von der oben angefahrten mutalis nnUndi« nnr dorch des 

constnnten Factor -^ — nnterscheidet Um zu sehen, ab welche Fanction 

von den Anfangswerthen x^, xl^ .... xlj die sn x\ssa gehören, diese 
Anflösnng sich darstellt, setze man dieselhen hinein, so erhalt man 

•^- ß:^ ' 

ehenso wie es sich ans den Formeln (48.) der angeführten Abhandlaiig 
ergieht 

Nachdem ich nnn im Vorigen die schon früher mitgetheiilen Aof- 
lösuugen theils in modificirter Form vorgetragen, theils auf neue Art her- 
geleitet habe, schreite ich zu dem zweiten Theile meiner Cntersnchnng, in 
welchem ich durch directe Integration des obigen Systems (I.) solche aU- 
gemeiue Systeme von Auflösungen der partiellen Differentialgleichung (2.) 
ableiten werde, bei welchen gar keine Wurzel der Gleichung fx^^O 
benutzt wird. Zu dem Ende bezeichne ich, wenn a eine (fanz beliebige 
Zahl ist, das Product 

17, ir[(a — X|) (a — jr,) • . . . (a — x J] = /(Fa) 
durch y und erhalte durch Differentiation nach t die Gleichung 

welclie mit Hinzuziehung der Gleichung (3) in folgende ä hergeht: 

worin fT wieder eine Function von einem beliebigen Grade hezeiclinet. 
Uorcli fortgesetzte Differentiation erhalt nian ans (18) folgende Formel: 
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welche mit Benatznog der Fonnel (3.) nach leichter Bedaction die Form 



«0. ^.^'r 






1 






annimmt. Man leitet femer ans den Gleichungen (3.) folgende Gleichung ab : 

dt* 2\ dXi / ' i**, vr,— *, P*, ' ' JTi— jr» P**» /* 

aas welcber sieb durch leichte Beductioa diese ergiebt: 

£ _1. /jr. i r(Pjr.)« [ 

"~ 2*a-ar, («-x,)»(P4:,)»'*" 2 V 5*. / 

2 V«-J^ I J(«-Jr, ) Fx , Px, ' x,—x, •* ••••T' (o-X|)(a-x,)Fx» Fx«* x,— x, V 

Man vertaascbe hierin j*» mit x^^ x, mit ar^f .... x, mit Xi^ so erhält 
man im Ganzen n Gleichungen, in deren Summe sich die negativen Glieder 
der letzten Reibe auf der rechten Seite gegeneinander aufbeben , so dals 
man zu der Formel 

1 a«x, , , 1 a«x . 
s^::]?; • "57^ "•"•••• + irr^* dt 

2Ua— x,)Fx, +--T^(a-x,)Fx,» 

4 a-££t_ 3 £'" 

_ . 1 {__t_ l(Fx^ . j L_^^^^ 

"*" 2 (a — X|* ax, ' """^a— X«* 5x, 

i./ ^1 . j fxn \ 

2t(a— xJ*(Fx,)«'''***'"^(« — x,)*(Fx.)*) 

gelangt, welche, von der Gleichung (20.) abgezogen, folgendes Resultat liefert: 

a#» 4 \(a — x,)«(Fx,)' "^****^(«— JP»)*(Fx,)V 



n 



4Va— X,* dx, '*'****'' •■—X»* 5x^ /" 



_21 

4 
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Aus der Theorie der Partialbrficbe isstt aber die Formel 

(Fi)» l(s— »>{F5)»J«-» 

I uL^ ^ — * I I t ^^ 



(F'jr,)* 



1 , "(Ft;^ 

"" "i" • • • • "?• •"■ 



l_ 



bekannt«, worin, wie sich aus der obigen Bezeichnung ergiebt, 1 _ ^y '^i j,-! 
die ganze Function von a bedeutet, die sich bei der Ent Wickelung de» 
Bruches /«t-ti ^^^^ fallenden Potenzen von a siegt. Substituirt man diese 
Formel in der Gleichung (Sd.), so erbalt man die einfache Gleichung 

Ich niultiplicire dieselbe mit 4dy, integrire nnd erhalte die Gleicbuug 
oder auch 9 da y unabhängig von z und ^^ unabhängig von / ist, 



»— « 



\dtf y* i — a »^ /Fa)* 



a/ 



..— * 



und mit Hinzuziehung der Gleichung (17.) und (19.) folgendes 

Theorem 8. 

,,Wenn fz eine beliebige ganze Function von z ist, und die Varia-* 
.,beln x^^ X2J ••• a:„ dem Systeme UiflTerentinlgleichnngen (1*) Genüge 
leisten ^ ferner aber 

y = (a — a?,)(a — a:2":- .... (a — x„) = Fa, 
yj ;=(a-a?J)(a~:r;) .... (a — x^) = /^^a 

., gesetzt wird, wo a eine ganz willkürücbe Zahl ist, so i.st das Integral 



19 



J 1(3 — o)(F2,)»J8-'-^ ^ 



,, gleich dem algebraischen Aasdra'cke 
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2 \(«-4::)F;*? -«-••••■»- («^*J)F;^»/ T'2F,le* 

Ist die Fuuctioii fx vom 2nten Grade and ihr höchste« GJied Ät^w*% so ist 
Es gehen dauo die Gleichnngen (25.) und (26.) io folgende über: 

*»■ *(|f)'-{^-^r'-Coii«., 

uDil man erhält auf abiiliche Weise folgendes 

Theorem 3. 
,yl)ie Gleichung 

30. „Court. = F.|^-^l^ +....+ -^i^}-_^_^,.Fa, 
, in welcher a eine ganz beliebige Zahl bezeichnet, ist, wenn 

,, gesetzt wird, eine dem System Differentialgleichungen (1.) genögende In- 
„tegralgleichung, oder die Function 

„ist eine Lösung der partiellen Differentialgleichung (2.).'* Ich werde Letz- 
teres noch kurz direct beweisen. 

Setzt mau der Kürze halber \f/x =: (x — a)Fx und benutzt das 
Summeuzeiclien, so erhält man aus der Gleichung (31») folgende: 

und aus dieser durch partielle Differeoliation diese: 

\dxJ~{x^—a)Fa X,— o"'"'''* V dx^ f^' ^xh 

Multiplicirt man dieselbe mit ^— ' — -; — -^ — -. ^777 — r, so reducirt sie 



r 
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sich, indea 

ist, auf die Gleichang 

F-x, \ßxJlF^'\^n Trifst) 
_ V(/Jr,./j:,) x,+jr,-2g V"(/x,/4r,) x.+x.-ga Vifxjxn) x.-^-Xn-'Ja 

Yertaascht mao bierin wieder ar, nit d7|, oder x, nut x^ etc. uud addirt 
die n Resultate , so heben sich die negativen Glieder der letzten Beiben 
anf der rechten Seite gegen einander sn je xweiea auf, und die ersten 
bilden die identische Gleidiang 

J" A ^" f** L- vlö^i^ -1 

(#5)» '*»""~*»(Fx,)**(«— xj* *» ax, •«— X, ' 

während die Glieder links anf die «i beweisende Gleiehang 

nhreo. 

6. 

Giebi nau der beliebigen Zahl a n — 1 veracbiedeiie Werthe Ai, 
Ojy .... 0(^.15 80 siebt mao, dafs die n — 1 aas (31.) dadoreb berverge- 
benden AaadrQcke ein vollatandigea System von n — 1 Lösongen der Glei- 
chung (8.) liefern. Man erh&It jedoch noch andere aoldie Systeme, wenn 
man den Ausdruck (31.) nach a partiell differentiirt nad dann dem a einen 
beliebigen Werth giebt. Um die daraus bervorgebenden Resultate kurz dar- 
zustellen, werde ich die Summen der Combinalioneo ohne Wiederholung zwi- 
schen den Elementeu x^ x^^ . . . . x^ durch C|, Ca, .... C« bezeichnen, 
die Summe der Combinationen mit Wiectorbolnug zwischen den Argumenten 

f 1* 1 

"""• , ""■■* , • • • • -~— , 

Xg X^ Xn 

durdiiLi, JEC.29'*«« iKL« etc. onddorehXt, JK^ etc. die Sonunen der Com- 
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bioatioBeo mit Wiederholung swisohen deo Argamenteo dP|, ^2, x^. Indem 
ich ferner 

aetze , bezeichne ich für nicht negative ganze Werthe von ii das Aggregat 

und das Aggregat 

S«i £...(^1) + S-n S_^ + • • • . -f- S»(^i) 2^1 dorch S^^j^2) • 
Setzt man nun in der Auflösung (31.) und ihren Abgeleiteten nach o, 
assO, 80 erhält man folgende Löaungen der Gleichung (S.): 

Setzt mau hingegen a = — in (31.) 9 mukiplicirt mit a" und eetzt im Besoltate, 



a 

• •• 



Wie in seinen Abgeleiteten nach a, a ss 0, so erhfilt man folgende Losungen^ 

So -^in-i -K| ^2» (Äj + Ci) , 

Sa Oä_i Ci -f* • •• • i SoC/^ ^2ii-&-l -Kl ^2«-A<^ -^aa-K^n^., + -^2»Ch+2 

Die erste derselben ist die in meiner oben angefahrten Abhandlung in der 
Formel (86.) enthahene^ denn es ist 

A I ==^ ^i + ^2 + • • • • +^11» 
JL2 T C/2 ^s^" (^1 "T^2 •T"«»*« + ^«/ » 

also die Lösung 

~ -^2« ( ^1 + Ä?2 • • •• + ^n) 5 

wie am angeföhrten Orte. Die erste Auflösung der vorigen Reibe giebt 
folgende einfache Lösung; 



UO «- MiekeUtr JMtetrmttlnekttmffn de* JmeMMtAen Sytt 



EadUdb sekliefk saa au der Fom der GleidiaBg (t.), ait HiUe der Sab- 
ititaikHien 

X=^ T - L ,-1 

*t — j • «} — ^ • • . • • Ä^, j • 

iodea die Gkicfauie ^^^rch m folgeode äbergebt: 

wo 

g;e«efzt ist. »ehr leicht, dm^!^• weoo die Fodcüod 

eine ihrer Xiösangeii ist, acch 

eine Losong seto wird. Wendet man diese Beoierkong beim Theorem 3. 
an , ood neizl aoCBerdem a = -j , »o erhält man folgendes 

Theorem 4. 

.«Weno 0efoe beliehrgeZahi ond /'2'=Jlo + ^i^ + -«--+^2<^* ist, 
^ so ist der Ansdrack 






t,WO 

.,%//jr = ''jr — ß'j'x — Xi){x — Xn^ •... 'x — X,) 
^ge«fetzt wird, eine Auflosong der partiellen DiflTerentialgleichang (S.)/* 

Y/H Ia«i5ien sich aus diesem Satze, deswn directer Beweis den obigen 
ganz ähnlich i^ verschiedene Lösungen durch die Entwickelung dieses Aus- 
drucks nacii steigenden oder fallenden Potenzen von 3 ableiten. Z« B. der 
CoefEcient von 3^ in der Entwickelung nach steigenden Potenzen giebt die 
Lösung 

-^(:^ + .7.+-+7;)'- 

welche von der in der Formel (28.) meiner obigen Abhandhing enthaltenen 
mir um die Constaute — A-^ abweiche. 

Alle diese verscliiedenen Lösungen werden sogleich als Functionen 
derselben n — 1 Lösungen dargetftelU« wenn man als die letzteren die zu 
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einem beliebig augenommenen Werthe von Xx = x\ gehörigen Aufangs- 
werthe x\^ x\^ .... x^ annimmt. Mau setze nämlich eine jede der Lö- 
sungen respective gleich einer eben solchen Function der Gröfsen x\^ 
x\j .... xly wie oben auseinandergesetzt ist^ so erhält man z. B. aus dem 
Theorem 3. die Gleichung 

als solche, die zwischen den Anfangs- und Endwerthen der dem System 
Differentialgleichungen (1.) genugenden Variabein besteht. 

7. 

Es wird nicht uninteressant sein, eben so wie ich es in meiner frü- 
heren Abhandlung mit zwei Integralgleichungen des obigen Systems gethan 
habe, die im Theorem 3. enthaltene neue Integralgleichung aus dem AbeU 
scheu Theorem abzuleiten. Zu dem Ende beziehe ich mich auf folgenden 
Satz, welcher sich aus dem genannten Theorem unmittelbar ergiebt. 

Wenn die Gröfsen 





^l^ «^2 » • . • . Xn j 






•*^1 ♦ •''1 » • • • • *Ä 




den Gleichungen 








flo + ir,j?x + + ««^T == 


^(f^x). 




tfy + Ä, a?-, -f" • • • • + ^»^ = 

• m m m 


A a A 




»0+ «l^n+--*« + «i.^n = 


www 


33. \ 


«ü + «i*? H + «-**i'" = 


-^rcM), 




a„ 4- aiHfi -j- . . . . -f- a, a:^" = 


tt a A 


) 


9 #••#•• •• « 

0,, + «.o:'' 4- + a„a?V" s= 


P w • 



in welchen die ersten n Wurzelzeichen beliebig positiv oder negatio, die 
letzten n Wurzelzeichen jedoch den ersten respeciive gleich angenommen 
werden sollen. Genüge leisten, also zugleich die Wurzeln der Gleichung 

34. = (ao + ^i^ + »* • • + ö„a?")^ — /"a? 

sind, so bestehen zwischen ihnen auch die transcendenten Gleichungen 
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BS 0. 



— ««. 



— «-» 



/•i dx _, /•*• dx _. . r*m Bx 

O O 9 

o o # 

o o o 

oder sie siiid die Anfangs- ond Endwertbe fär die n Variabeio, welche 
dem System DiSerentialgleichaugen (1.) geougeo. 
Enlwickeit man nun die Ausdrücke 

Fl? 

ü^ "^ ^l X ^^ • • e . On X^ 

P^X 

in Partialbruche, und benutzt dabei die Gleichungen (33«) 9 so erbalt man 
die beiden Formeln: 

a,+a,x ....^Onx^ ^ _ yr{fx ,) ■ ^Tjfx ^) , ■ ^(/x,) 

Ff,x -r «« — lx-x\)P'x\ ^ (x-.^F'jr; '^•"•^ (jr-x'jF'jr: * 

oder, wenn man der Kärze wegen 
setzt und das Summenzeicben benutzt: 

F,x-^- ^'{x--xl)Fxy 

Erbebt man die beiden Gleichungen aufs Quadrat, multiplicirt die erste dann 
mit F^f die zweite mit F^^x, und zieht die Producte von einander ab, 00 
erhält man die Gleichung 

- ^^V'^ix-x^)^x-) - ^"^ V^i ^ji:i^r^) . 

Die Gleichung (34.) giebt aber, da ihre rechte Seite durch Fx und FqX 
I heilbar ist, die f&r ein beliebiges x geltenden Formeln 



O^j^M^k0Jtei, 



des Jofiobiscken Sjf^tßms. 
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36« < * . ^^ 



rfj:«'ii nioii<'iihjr' 



^-'t4^-^"fe--'ä-^-C«-'a.0*'iry '' - :-f^f- ■' 



' Po« 



F.JT- 



■' > 



dereu Differenz. fbljgeode Gleiebäug Ji;efert: /?' 



(<px)' 



^ \'\ 




»"r^ 




Substituirt man 
' Ausdruck 



^}{ 



mbe in die Gleichung (Sfi.)» so zeigt sieb , ^r4a|l^ > der 






« ,, 



fs 



I •» 



Fj? 



-42n ^^ 



■ iV 



einem anal<|ged !4'oiidrack^; In \eei'cb6ni statt deir Argombnid xcij JB^yVi i^ x^ 
ilve Anfifitfi^W^Ttbe >nl^9tituirt sind, gleich, und dc^s fLso für ein beliebi- 
ges X die Gleicbiipg ^ 

eibg afg^riM^Me/ d^M €t5«tem DilR^iäial^icbtaRi^h O) getiflgende iot^- 
gralgleicbung ist; q. e. h ■ - «^ ir ;..;»;;.: ! :;,r:- . .;. 

( ■ ' \ ' ■ ' -' ' " Ä ' ' •/'•.'.' ** ^- . 

'Herr Pi^^fi^püftr Joca^'Jiat ^ie am angefä|if(^u Ort^^^n^itgetheike In- 
tegrationsmelhöfie iäs;ew^ (fesltflfeßchegiÄ .^ be- 

Iraeblet. Ich we^c|Q ioi Jf o](genden / dieii^jldee geia^i];^ (^us(^ dem System 
DiflereutialgleicbbiJgen'(l.) Verschiedene Fosnneuldes A^iBlefci^n Tbeoilms 




Zahl ß an, und »elzt, statt wie oben ,^ *" \^ t 

wozu die\iK^ (t9.>^H^^ ^ergebenden Formeln 













gehören, so lietm die fröherä' Analysis die beideii Dife^entialgleichaDgeu 



2r 

Citf e's Joornal f. i. M. Bd. XXV. Heft 2. 



.i.'iif'i;-.»;! A 



1« 






;:v!) ■:]{) t.i.a-:-.' 



Mdtiplifliff m»a die enle mk4*(*^^y^}^ il^lk^He WM Ay(yZ 
ond addirt die Prododev fw .eriiilt guui die Gleiebuis: 



CS 



deren enter Tbeil ein exactes Difierentiu ist, M»idb iw diö^Ui|gnü- 

giebt, weiche mit Hiozozlekng 3er Formeln (SlC^ iftid^ (38.) Mtf folgende 
neue algehnneche Inlegr^leiekmng, 

40. {pL—ßfF(i;t^h ' '^'^" 





(a— xa) (ß—n) Pxk 
deren linke Seite zngleich eine LöMng der Diferan(ia%reiclioiie i^^ ist^ 
llao leitet dieselbe ~äiiii' dem Abebchen ' Tb^orem ab,- tredh na» in die 

GMcbangen <W.) «ad ^.) a m^S. «MK^ ^ ml»¥^m^h ^«ffiMffi(}^^;<lf>n^ 
leicfafe Bedoclionen folgende Gleichungen ergebeis; .^ > .j. T>{,(,(|.ji.,iv ,;■ 

nrt man die Gleichungen (41.) respective mit Fa^ffß und Foa<M^ 
it die^Pffodöcttaf TOB eimnMler'iilr,^'^rfaät iiimiF^li« GUehung 

\ _ F/g.rygp , Pa\tipß)* '_ F;ß,(ipa)* '' J^M^^ lh^ - ' ' 



■ ■ . •• ■ » 



1 . .. 

^ Mnltq^fiifiHMB te^ie LMuiig mit /sp «^/««ti^ dini'l^sLOift}' M ergieß sich 

daraus die des 3t^{ Theorems. 



IMV .;//.'..: U.I, .lUinuol . .^, 




deren rechte Seile,, der 61ei*baufirenY42.) rfa» 







wodurch es klar wird, dafs d^r Ausdruck ,^ . , k 



T> Uc* 



•ry 



Fa./"/? 



eiuem analogen Ausdrucke für die Argomenle j?^ ^icr^tv •••'^'^n ileieki dbo 
eonslant wird:,cu e; iy' i ;\ • /^^'^^., ^' ^ , \ c -; 

Man leitet abei^ aus der Gleich^^g (40.),j»uch sogleich einen beson- 
dern Fall des !ilfo7sbhcm Tb'i^pkremsVa^^^ durch die 

Anrangswertbe ausdrückt und dazu anniaimt^«,^!^]^ ^. :9!R^^ '^Hfi?i^^.\A'^' 
Gleichung /j? =s ^^leicb sei, X!^ährefK|-ar^ =s QK;f-f gesetzt und dann der 
Werth der Cdh^to^fen (^\iW.O^ lleWi^^^ dadurch die 

Gleichung, welche ' .-„ ! ,[ ^} oLn o. v . i! 



\\^i\. 



war , in den Ausdruck sss — ^ ^P^Wt ^her-, *'«nd es wird aus ( 40.) fol- 



Dieselbe; zeigte ;4lip die QrOf^n "' \' \/ v (^ 






■\ 'r\ f 



die Wurzeln einer Gleichung sind, deren FoHÄ'^''''' «l'*'>''J o»«> *->ii''o 

43. (a— 0)» (Oü -VÄJji-'. i. ^ ÄHsKi^"-*)* ~ /-a = 
in der Gleichung des Abehchen Theoreii8!i«UthiAleiiuMto\> ; olr*«?; . : 

Nimmt oifaii^ -.^lalie^ 4^j|l^^ äne dritte an: 

.44. 6a = /[(y~a?0(7~^O^^MtfTrt*jO]:«:V^^^ (* 

wo 7 eine beliebige Zahl ist^ ^ fi^t fnaoi, d)^ 'Formel 

und die drei Differentialgleichungen 

15* 



: :- .Mi 
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\ a7* ^^ 2z« 2 ' 



,.,. . - ' ' 






■ i»;... 




Eliminirt itian aus (1.) und (30 und <<•> and ^^3.) die 6f^^ er- 

halt man- -die Gleichungen. . ».;-;.'!;; i/. . ^ r,{\ .» üm!;. jA ii:i'if ';-in? M;*jiir> 

«. 2 („ 1^ -y 1^) _ 2$ + ^ -=i' d •- •' .-" ■ 

4o »v/ ö*Ä ' »"»X zfy , afp A 

Set^''thiüi der Kürze wegen' " ••'•-■■ ..;-:!.!>-'« '.>ilno:.v -.j.-.i.i ^ 

so erhält man folgende Gleichung: . .!:)lu« .. < ••' 

Substituirt man hierin den aus dertifirteichnug;(47^.ifd(giliieB:<Wflrtbf)}f^ 
2 ( "^'^"f^**") ^ IBO erhäU. man die» Gleichung 

welche die einfache Relatiflfti. : ü;: ;. .!.,:i^ . ■u.iU) mi;, .lio^v.riY/ «;j 
hervorruft. Setzt taMin(!«i«ilibenMO'-uoüT .uii /.-^a; !«9b ■^^uuiioi^lO iof> <.! 

SO erhälfe iöÄW äwf dieselbe- W^sa (— V >- ;)1 / =^ w .t^ 

Z — «* 

und daher die Gleichung^ \ . - '!— - ofr 
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depen Intogratioaidie Diffsrantiaigleichiiog «traM^ Ocdaimg 



\ oÜi .j.. 



I 



•''* ■=' ' ■' //ttd^z—zdm'-i t .k). Ä* =*J»0- ■•■ ' '• =• ••'(■ 



• « 



b IL 



♦ ' ; #• 



liefert. Aiidrerseits bat niaa ans (88.jl"tina i(4[5.)'m^ t^öm^lii 

^P^l** ^<^ "^y^^^ (^j^ilj (y^^ti) y>^v * : = 

.1.,.. ^^ A* J-/^^^:P^.'.0rrrmir..^^^s,^' : 

uo4 deireo Substitptioo in der For|nq|;.j(^^.) gteht faigeades 

„Wenn a, ß, 7 drei beliebige ^kliM'My m ist d!«l aigebftri«clie 
„Gleichung ', •>•■'., . Y'-V''";'.. . 

„eine lotegralgleicbang des Systems (1.), odbü^^ihre Seit^ liBks!:«äi9 Lör 
„sunff der Gieiobuiig (2.X" ;♦.:.■ 

Dröckt man die Constante durch die Anfangswerthci:-.; . : >: ; 

*» ™* 7> '• .*»> . f^> •• » • ♦s'» *» ( 
aus, und uunint noch dazu aoi daCs die W^rffebeicben V^(j^j^i) uud /'(/*7) 

beide zugleicii fositiv oder h^e iiega(|)rYBeteaQad die. oberen Zeichen 

gelten, so wird die Constante folgende Form annehmen: 



Snbstitoirt man diesen Werth in ' der Gleiichting (50.) 9 so lehrt dieselbe, 

da& dM Vdrfeäiblfe ■ 1 • ■ ■ : ^/iKu:;-) (.rr^ : • :,! ..I ^ . : ., : .,,,- 

(a— jTjX« — jT,) .... (a— jTn) (a — Jrt)(a — xj) .... («— xj) 

von äer Grölse a unabhängig ist und, da der erste Tbeil des Zählers ein 
vollständiges Qnadrat einer giainzen' krunctioh vom nten Grade in Bezug 
auf a bildet, dafs die GröCsen 

Xij x^^ a?3 , . . . . a?„ , 

of»0 nt*^ 1»^ f»*^ 

*1> •*'i> ^tJ •••• ^ny 



\ 



11$ 6.' Jli^A^e«•<V ^lifc^r^k^f««*««'^ 

von deuea die liinmteA) deiaiSyjakeak l)ftib^frtM||lHicii<tiiyel)f4y0fige»-wiB 
die n letafen ihre Anfi^ngswcirtlie ^iod,^ die.2«i„^^rzeIo einer Gleichoog 

von. der. ,Jf^rv _ '_J/ .V' ■""'-- 2 - '^ "^ ♦>! 

werden. Dieses ,i«^ ^Wfe §i^}f^ ■. 4^ .#'''^P^«°,i .ÄgP«' , J?ft 
kann auch durch ..pas/send^ ßestinimans der Constauten für das andere 

Zeichen in der F!orJDietX&(^ im4^CJ»Mä6he> Ttiei^reiirvberteit^i}^, dann be- 
deutet jedoch 7 ni«bt,iiifjbven)«jQ ^iifap^^'i^erth y<Mr,iCM..' v.,\ ,, 

Ich will diese 'Aßhan^ung mit der BemerKnug lildhh'efsen , dafii man 
aus der Integratgletchiln^ i^j-^ii^%Y$ dää f tWBi^ isnta,"(»a6blig« 
andere ableiten kann. Ich willgeifH^iSi (d9y|ö|l anföhreu. Setzt mau a = oo , 
»0,CTb%maa:|die.|l9t.egrf»fÄ|ei(^ß^ ^gi^p^i,^,, j^^j, ^. ^^^^.^ ^,,,^j^^^^ 

welche, wenn p uild 7'WarzeIa>deä$.^<iiäliung!r/^== Ofsind, in die in $.4. 
■ableftlftrte fiftictong ü^g^fto ,(.») >;!i;;v'' v^',- -inii!-):-.'';, .nj>o)i:I ouIo,. 
Diffeientiirt man (50.) nach und setet 'Vü^ 'fi ith^iBStäät>'ma(i^\viäfi 
Iulegralgleichui%! '"'•■•"■"'■''" ^- ö'b «^^i;'' ?>?••;! •.k/'- '.r :;(:.•: jj')!i(| 




welche in der Gleichung (40.) enthalten ist und für /"a asf,f^,^fie.J[fp9^))|; 
des Theorems 1* ftbif. - ^v\l^; \. \ 

K^üiisberir . de» ÜtW' N»t=.-184e..>-.. - ^ )/ ^-f '■■'': ^' '■ 



'».. .. • o 



* • • • 



v& 



y, 



vj'l. — Vi; l^j,!.. — -i, ,,,, (^•,. — i>)t,-". — «) 






* . 



«■' 



De curvis ajeqiiidistafitibasi^ihfiesieii^ ^Sfjuisiti 



J» 



n" 



V -r ■■• ->■ T'^f -:: ^^ 



S^it M =s (ar,y) puiicluin curvae srphaericae s, cuius aequalio, m% 4M^^ 
cunque (p(^^y) = adbibitis iisdem liueis coordinatis sphaericis ärq .t9i|g^(4|) 
et arp tai^v(>:')^\,qMilWH.{)leTa9ia^^ tUiiliisi^^ pj^^up^* 

rifä der aualytis^cben Sphärik, et cuius siuguios paragraphos saenius jme^ 
gabiiim« sig^um ^. p^agrtpbi- «imiyera praefigeutesu 

Per puuctun^lBT 'di^catiir' circuias maxiiniis sive lineaspbaerico-recta 
curvae primitivae i>omiali»| >ywi- jq Jinf ^jp^un^iia jV^a^rf ißy b) determiueuius 
tale, ut di||aatia illitf ,;s JS^.titt.^a^a ^^ .F^pt' buiiis iV lo^s erit 

curva ^hflterioa öT aeqoidistäüs 'a'~pnini(f va t,.\ - - < . 

Quia punctum iV in linea norQ|aIi positum est^ valet aequatibiel'S^.'ftB 



VT 



•— _ ) 



sive §• 22 nota baec 
a\d X -^-y^ B x^^xy^ y\'\'ifX^y^>ce^Sy^^^ z=z x Bx'\-y dy, sive 

' • ■ H '• — ». \ - r .) 



• « 



— -1 1 . . . ,1 



Eadem «e^)uatio^let jjU^ disponi potest: ' ,^ ^ ;- 
quare, qüia ay — bai ss^y(a-^ä^'^ap(b'^yy'&it 
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" V^(l+«»-Fi»ry'(l+x*+7'»>» 

^„Ä _ n(^-a)»+(ar--M*+(r-t)*] 
9IDA _ v-(i+«*+A«).v-(i+x»4-7») • 



■T : I 



^^ fi4-«x+*r 

quaram ulfiaaai adbibeaaiu ad ioVeiueodos Yalores quauitifaloni a et 6 iu- 
cogoilaroia. Brevifafis caora iisd^ vfinor signis, qii^biur io i|.tS, scilicel 

M»=,r(l+aj» + y), et - ^ 

CSS. (aDgK; 
Rst primo 

i+ «ar + *y- =. 1 +* (»— dj) ^/(*Ii::j-) ^^ ar'if >■ = tr»+a?(a*-x) +r (*—/)» 
qoare iovenis ^ . • -'■' , ^t--;''* « ^" - •' -i.. 



• ■ijlil-« ., «..» 11. 1 



* »t 1*1' . ■ I ■ I s '.) - . ■ ' . ■ . • .- 



et 






11 ... 

4 ' • •• 
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Si vero in iisdem formulis — R looo +Rp vel quod idem -— c loco 
+ ^ ponitur, aliud determiaatur piuictuDi Ni^=s(nibg)^ quod est in curva 
aequidistante Ci altera collocatuin, cujus quidem aequidistantia a curva pri- 
mitiva est =: — B. Quare nunc valent formulae 

etop , civ 

«1 = Tzi J ^1 



1 — -{y-p^) i — -{y—p^) 

£ formniis inventis patet, n et 6 esse functiones variabilium ;r et y aequa- 
lione (f>{x, y) = conjunctaruin, quare bas elimiuando invenies aequationem 
inter variabiles a et d ipsas, quae erit ea curvae aequidistantis tr. Pari 
modo inveuitur curvae ^i aequatio, quae cum priore cotigruit, dummodo per- 
mutentur a^ et a, h^ et ä, +c et — c. 

Nota. Si usum abscissarum et applicatarum praeferis, sit puncti M 
abscissa = j? et applicata sss y, puncti vero N abscissa esa et applicata 
ssy. Invenies formulas 

sind CS cosJRsiny — sinB.cos'y.-^ 

cosi.sin(a — x) = sinJR.-^^, 

cosA SS 8inysind-f-cpsyco8&cos(a — x), 

cosy.8lti(a — x) = sinA.-^ — , 

"To" "^ ds ' 
+ -7-7 KT =s . ^ , si r est curvae s radius curvaturae etc., 

— 8ui(r— il) sinr ' ' 

quibus relationes inter a, b, x, y exprimuntur. 

2. 

Ad inveniendas curvarum tr et Ci proprietates eruendae sunt diffe- 

rentialiuui rationes binae -^ et -q—j quas obtinebis differeutiando formulas, 

quibus a et ft in articulo praeced. expressae sunt. At alia eodem perve- 
niendi via patet, quae magis placet. Differenliemus eas aequationes ipsas, 
e quibus valores quantitatuni a et b eruti sunt, sive erui possunt, scilicet 

a(l-{-f—pxy) + b(p-^px^--xy) = x-{-py, 

Graut's lonrul f. d M. Bd. XXV. Heft 2. 16 
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et qoidem i(a difierentienias, at qaantitaies x, y, p, a, b siniul siot variabile^, 
et sola R sit constaiis. Hoc nodo e prima invenilar 

i^ax + by l + ««-}-4» "*" l + ajr+*7 4 + -t*+r* "" ' 
qua ob aequalionem alteram reducitor ad simplicem 

xdo'^yd b ada'-\-'bdb 

t^ax'^'by ~ "i + a^ + Ä» ' 

ideoque edocet liueam normalem curvae er per ipsius punctum N = (a, b) 
ductam etiam per punctum M sss (x, y) (rausire ; idem valet de normali cor- 
vae 0*1 per ipsius puuctum Ni^s^agbi) ducta; quare eadem linea NiMN 
spbaerico-recta (ribus curvis (T^ (T et s est normalis communis; ideoque in 
genere tribtts curvis aequidistantibus eaedem sunt lineae normales. 
Si aequatiouem modo inveutam coujungimus cum aequatione 

l + ax-f-fty ^ 

eodem modo, quo iu articulo (l.)) ernnntur formulae inversae 

ep'u/ 
X = 



y = 




4 cm/ ,, . ^ 

1- ^, (*-p'a) 



si brevilatis caasa iiniicupamus signa 
I* da ' 

Eaedem valent formulae, si iu ipsis permutamus simul a^ et a^hx et h^ — c 
et 4" ^- Si valores quantitatum or et / modo erulos Substituts in aequatione 
data (p(^> >0 SSL curvae s, oritur aequatio differentiaiis curvae aequi^^ 
distantis <r, et pariter ea curvae (Tg . 

Quia eadem Unea normalis tribus curvis (r^ (T et s communis simul 
est curvae evolutae linea tangens, patet, tribus curvis (Tu (r et s esse ean^ 
detn curvatn evolutani sphaericmn. 

Centrum spbaericam liueae normalis est puuctum curvae, quam dico 
curvam normalem, et quae curvae evolutae est curva reciproca; quare 
eadem curva normalis simul pertinet ad tres curvas aeqmdistantes o*,, 
c et s. 



V 


et 


CM? 


4 1 ^^ f \ 

1+ t; (^~P^) 


4 J '^W / \ 
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Si cenlruDi modo dictum vel punctam oorvae nonnalis ss (m, n) po^ 
üimu9, est 

quare aequaliones differeotiales biiias inter quatoor variabiles w^ y, a, b 

fla+ft'^g — abdb ^^ Bx^y^bx — xydy 

ada-f-idft sdx^ydy ' 

5ft + a*flft — bada ^^^ ^y + ^* dy — yxdx 

ada^bdb xdx-^ydy ' 

in quibus y est fouctio quantilatiü x qualisconque , simul resolvimus et iii- 
tegramns complete, ponendo 



a = 



quibus in formulis c est quantitas coustans arbitraria ab integratione origiuem 
ducens. Si cs=sO ponitur, prodeunt aequationes integrales a = j? et bs=sy 
particulares. Quam rem notata digniorem bac occasione geometrice inven- 
tam silentio praeterire vix potui« 

3- 

Aequationem in artic« praeced. inventam differentialem rr—^jp 

ac 14.^1 ™^ modo disponimus: 

^[y^b + a(ay-bx)} + ^lx-a + b(bx-ay)} = 0; 
quare eliminando quantitatis a et 6 eruis 

+ |j[(«+r'-/'^y)(i+^(y-i'*))+(*+^)(*+;'y)] = o, 

quae tandem reducitur ad aatis simplicem 

exv 

Bb ^ w da 

— S3 ————— » \' • 

X I I £212. ^* 

16* 
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Si pariter dudc differeotiamas et aequalioiiem alteram 

oritar 

in qaa est \ = l+p' + yy — ^(py — P^^ — qxy)^'^b{px — y+y + ^^i 
et substitulis qaaotHatuoi a et 6 valoribas redocifar ad 



^+^{y—pjf) 



Simul patet esse \ = 0, si sit c = ■ _ , qnae coDditio ob forinulam 

lang r = -^^ — iu $• 26 luventam , qaa curvae 8 radius curvatarae ad ipsius 

punctum M pertinens determinator, ad simplicem reducitur hanc: 

K — 0, SI Ä = r 
Aequationes binae praecedente::) praebeot fortnulas 

a. . ('+^)('+^) (■+^')('-iSf^ 

e quibus adhuc compouimas banc: 
quae Tero satis reducla abit iu 

.a»-«a, „ (.x-r+^0(.+eiH!) ^ (..-.+^)(.-g^) 



7. Oudermannj de eurvü aequidistanU ephaer. disquUitimes generaleB, 125 

Dam ad eomparationein triam arcoam cr^ Ci et s procedimus, adbibeamas 
formalam in S« 26 pcopositam ds == — -^ et similem d(r == ^ \^^ • 

(i+^(r-x))+(^££i?)V(r-'J?y 

Foraul» K," = l+o»+4'=i ^^-— i ° •;. ^ 1^ 

redncitur ad 

et formulam 



+ »'aa = 



''(»-•^l/[(«+^)'+('-^')'+(,-.+^)"] 



(<+^(X-rx))' 
redaees ad 

qaare dmdeudo obtines 

öö* = +35.cosJB.^l — j^i^, et pariter 

quas formulas et sie disponi posse patet: 

da- = + "°^^-^> .35 et ar. = + ^i^^i^^.a*. 

"" sinr * "~ sinr 

fiasdem formulas simplices breriore modo derivemus et simul ambi- 
guitatem relevemus. Sint in Fig. 1. TatT. I. ÄM=s, CN= tr et £?iV|= (Ti 
partes triuoi curvaram aequidistantiam ABy CD et EF ita terminatarum, ut 
tum EAC tum FBD sit linea sphaerico - recta normalis. Linea normaiie^ 
NiMN situ variabilis a normal! immediate consecutiva seeetor in O, quacum 
faciat angulum =z dß determinandum formula in $. 33 inventa. Erit O cen« 
trum sphaericum commune tribus circulis, qui curvas tres o*, (Ti et s oscu- 
lantur inlN^ Ni,et M, liueae ON, OiV^ et OM erunt radit oscuiorum ipsi. 
Idem est punctum curvae evolutae tribus curvis aequidi^stantibus commu- 
nis. Sit curva AB concara versus CD; ideoque convexa versus EF, vel 
qaod idem est, sit radias curvaturae 031=: r quantitate ^r minor. Linea 
normalis NiMN' cum normali consecutiva iutercipit curvarum portiunculas 
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sive elementa ds, de et dtr^ quae pro circulorum arcubas sunt habendm 
et ioter crura aognii dß radiis OM, ON et ON^ descripta; qaare esrt 
ds = dß.HinOAl, de = dß.sinON, dar, = öß.sinOiV;, 
quibus e foriiiulis io $. 33 alio modo demousiratis eliininaodo dß oriantor 
aequationes 

^ sin ON 'i , n »in ON. ^ 

8Ü1 OiU *■ 8in Oilf ' 

in quibus ds, der et deri siroul positiva sunt, ut arcus s, er et (Ti non solnm 
siinul evanescaiit, sed et siniul crescant. 

Si punctum N inter puneta ilf et in Fig. f., vel quod idem, ioler 
curvam dalam s et curvam evolutam collocatum est, ob MNss MNi ss JR 
et OM=sr est 02V = r — R et ON, =sr + Ä, quare lunc est 

^ 8in(r — Ä) zi ^A zi 8in(r + ll) -j 

8in r sm r 

Si vero punclum N in Fig. 2. nou inier M et conlinelnr, pro- 
longemus lineani normalem MO, ot MOMss^^t sit. Punctum M' locnm 
habet in curva s*, quae cum s reciprocitalis lege coniuncta est; quare 
punctum 31' dicimus ipsius puncti M reciprocum. Punctum igitnr N nunc 
conlinetur inter curvam reeiprocam et ipsius curvam evolutam, et est 
ON=R — r, ONi^s R-^r; quare nunc valent formulae 

dtr = — ^-^ -.ds et dci s=5 — i_n_z,ö^. 

8m r smr 

Quodsi igilur arcus s, o*, (Ti simul evanescunt et simul crescunt, est 
do^iÄ ^'"\ '^^r ^S/f at in formula 5ö's=± '" ."" >ds sumendum est 

* 8inr smr 

Signum superius *f-> ''^ arcus <r versus curvam s concavam convexus, et 
Signum inferius — , si o* versus curvam s concavam ipsa concava est. Si 
et arcum s' cum s reciprocitalis lege coniunctam ila terminamus, ut #^ et « 
simul evanescanl, et simul crescant, parlier est 

ds' =: dß.sinOif' s dß.cosr, et quia ds =s dß.sinr, 
eliminalione anguli dß orilur formula 

ds CS tangr.dtf^^ 
quae congruit cum inventa in S« 33, dummodo memineris angulum contingen- 
tiae d% aequalem esse ds (pariter dß est angulus eoutingentiae in curva 
evoluta, ideoque aequalis est differentiali arcus curvae nomalis). Adinmeato 

formulae modo inventae ds's=- — aequationes praecedentes abeunt in 
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dtr = +(cesÄ,9* — siuR.ds^) et d<ri == go8B.9^ + siiiä.3^', 
ideoque integratione obtines relatioues satis inemorabiles 

(Ti = co9R.S'\' 8in R.s', tr = ±(eosR.8 — siiiü.^^, 
in qaarum ultima signam praefixum valet superius 4*9 ^^ carva er est inter s et 
curram evolutam, et Signum valet iuferius — , i.e. Hvcuatr^^siuR.s* — cosR.s 
sumendus estj si arcus tr inter s' et curvani evolu(am coutinelur. 

Sx aequidistanda JR est perexigaa, valent formulae 
c s=5 COS R.s — sinR.s' et tri = cos R.s-^- sin R.s^, 
et si JR = ponimuSy invenitur a'=so*^ = ^, quod iostum, quia (res carvae 
nunc couciduut. 

Si vero aequidistantiae complementum ^t — JR est perexiguum, va- 
lent formulae c ^=s sinR.s^ — cos/S.« et 0*1 = siuJfS.^^-f-cosJR.^, et si 
Rss^n' sumitur, formulae praebent <rs=a'i = ^^ quod etiam iusturo, quia 
nunc concidit c cum s\ et <ri concidit cum arcu, qui arcui 8^ oppositus est 
e diametro. Si valores variabilium (r et tri i(a delerminas^ ut sit tr = CND, 
0*1 = EdfiWj etiam variabiles # et s* sie statuendi sunt arcus, ut sit « = AMB, 
et s^ SS A'M'B\ dummodo A^ et A sunt puucta reciproca, uec non B^ et B. 

Sit reciprocitatis lege conjiincta curva sive arcus CN'D^ = tr' cum 
CND^Cj et pariter E'N'/F^^c/ cum EN^F = c^ erunt et er', (t/, ^ 
et y curvae aequidistantes, et pari modo invenies fonnulas 

tr' s=3 co8JR.^'+ siuft.^, 
er/ = +(cosÄ.*' — sin R.a)j 
quae conjnoctae cum duabus prioribus edocent, aequidistantes sex arcus 
8, s'y (Tj (t', (Ti , (t/ esse tales, ut e bims ipsorum computari queant quatuor 
retiqui. 

5. 

Proponimus nunc problema de quadratura arearum, quae terminantur 
tum curvis (r^ tr^ s, tum binis lineis iiormalibus extremis EAC et FBD, 
quo in resolvendo adfaibeamus Iheorema illud generalissimnm de figurarum 
quadra(ura, quarum latera partes sunt curvarum quarumcunque spbaericarum; 
quod theorema prinius ui fallor iuveui, et in hujus diarii Vol. XIL pag. 85 
cum geomeiris commnnicavi. 

Si aequidistanda R est satis exigua, arcus AB in Fig. 1« versus 
quadrigoni ACDB aream coneavus et CD couvexus est, quare area hujus 
quadrigoni est = il -f Ä + (r — C) + (tt —D) — 2;r — y+ (r\ quae formula, 
quia augulus A^=B = C=^Ds=' ^tt est, reducitur ad simplicem 
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ABDC SS (t' — 9'^ et pariter quadrigoni EABF area aat ob^^— *<r/. 
Quia vero uuno 0^ = cosJt.^' + i^in^«^ ot <r/ = cos/S. «'--•aiiiJR.« est^ 
subsliluendo uaDCiscimor forniulas 

M^hACDB SS sin/S.« — (1 — CQnR).s\ 
ueaAEFB = 8inÄ.« + (l— cosÄ).*', 
quare arca CEFD addendo 10 venitar == 2 « • siu JfS et diflereotia 

AEFB-^ABDC = 2«'(1— cosil). 
Si vero in Fig. 8. aequidistanliae R complementum -^tt — B est satis 
exiguum^ curvatarae radias ONi ef^t ]>i^9 quare EFsscti convexus est 
versus aream quadrigoni AEFB, quemadmodum arcus AB ss s ipse. Area 
quadrigoni AEFB igitur est = «^-{- o*/ secundum theorema geueralissimuni, 
et quia nunc est a'/=sin/S.^ — cosA.«^ iuvenis 

aream quadrigoni AEFB == sinft.^-f'(^ — eosJfS).^', 
quae formula congruit cum ea, quam supra invenimus. At quadrigoQum 
ACDB nunc est spurium, quia ipsius latera opposita AC et BD se inser» 
cant in punc(ö fx, quod tum iuter punc(a A et C, tum iiiter poucta B et D 
conlinetur. 8ub quadrigoni area nunc iutelligenda est diflerentia triangulorom 
acilicet CfiD — A(iB. Quia Tero angqlus A^=^B^=€^=^D^^ ^tt , est 
triangulum CfiDs^fi — ^, et triangulum A(iB ssfi — s\ ideoqoe quadrlgo-» 
uum spurium ACDBi=^s* — (r% quae formula» quia (r' s=^CfmIL9'^BiXiR.$ 
est, abit in ACDB^=i(^\ — cwR)s' — sin lt.«; quare in genere est 
area quadrigoni ^CZ>i? =+ (sin jR.« — (1— cosÄ).^). 
Coronidis loco perpauca addamus de curvis aequidistaatibiiB plaais 8, c 
et (Ti, oam curvae s\ c' et o*/ nunc deficiunt. FaciUime nunc invenies fermalas 

(ri = * + B.ß et (T = ±(*— Ä.ß), 
in quibus est arcus circularis anguli« quem faciunt lineae binae normales 
extremae, et Signum inferius — sumendum est, si arcas <r doo in eodem 
angulo continetur, qui arcus s el d iutercipit cruribus suis, sed 10 angulo 
verticali. Areas invenies 

quadrigonum AEFB = JR.« + ^/S\0, 
quadrigonum ACDB = +(Ä.* — iÄ^0). 
Formulae, quae vnigo in scriptis planimetricis derivantur, erroneae sunt, cum 
ambiguitatem signo + indicandam et i(a relevandaro, ut differentia ait posi- 
tiva, non contineant. 

Scriptum Monasterii Gueslph. d. S9 Decembris. 1840. 
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lieber die Bestimmung des Inhaltes und des Schwer- 

punctes einer gewissen Gattung von Körpern , die 

zwischen zwei parallelen Endflachen enthalten sind. 

(Von dem Herrn Ftbriken^ConmiaBiona-IUth Brix va Berlin.) 



Oereits vor mehreren Jahren babe ich mich mit der Untersuchung des in 
der Ueberschrift genanuteo GegeuBlandes beschäftigt, und ich bin dabei zu 
Resultaten gelangt, die sowohl wegen ihrer grofsen Allgemeinheit als auch 
wegen des elementaren Ganges ihrer Herleitung Aufmerksamkeit zu ver- 
dienen scheinen. Mehrere yoq diesen Resultaten sind schon in meinem 
Lehrboche der Statik fester Körper» welches 1831 bei Dnnker und Humblot 
hieselbst erschienen ist, enthalten; die ObflgeQ habe ich im Laufe der Zeit 
nur meinen Zuhörern bei 4er AHgeoieiiten Bauschule und beim Königl. 
Gewerbe -Institut gelegentlich mitgetheilt, ohne sie jedoch auf andere Weise 
zu veröflentlichen. 

Durch die dahin einschlagenden. Untersuchungen der Herren Koppe 
und Steuer im 1 Stell und 93steu Bande d. Journals gewann dieser Gegen- 
stand ein erneuertes Interesse fCtr mich, und: insofern ich voraussetzen dar^ 
dafs :er auch anderMreitig AuftMurk^askkeit jerregt hat, nehme ich keinen An- 
^nd, meine BearbeitWg desaelbeu. hiemit der QeffQntiicbk^it zu übergeben. 

Allgemeine Grundgesetze. JGüs stelle 49C (Fig* !•) einen belibbigen 
Körper vor, und die GreradeAX^ se^ irgend eM^ Unrcbiriesser desselben. 
Man denke sich diei«fen Körper durch beliebig viele parallel« Ebenen BC, 
DE, FG etc. senkrecht auf JX gesc|iiMtt0n, und errichte auf: der geraden 
Linieiiilf; welche pandlftl und gleich mit 4-^ angebommeii wird, in den jenen 
DorchschnKten entc^reelieBden Pancten Mi F, A eto* die 'Perpendikel üfiV, 
PQ, RS etc. Trägt man ftun auf diesfe Peit^adikel nach dem sraa Grunde 
gelegten Maafsstabe so viele Lfingen -Einheiten, ah, wie die Mtetspredheu«» 
den Durchschnitts- Ebenen Flächen * Einheiten enfbalted, und betrachtet 
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dieselben als Ordinaten einer durch sie bestimmten Curve LQSN, so gellen 
folgende Gesetze: 

1. Die Zahl, welche den Flächen - Inhalt der von der genannten Curve 
begrenzten Figur LMN bestimmt, ist gleich der Zahl, durch Mrelche 
der Cubii^- Inhalt de» Körpers ABC ausgedrückt wird, beide Zahleu 
abstract genommen. 

Dasselbe gilt von je zwei zusammengehörigen Theilen der Fläche 
und des Körpers, wie z. B. PQSR und DEFG, PQNM und BCDE 
u. s. f. 

2. Die Projection des Schwerpnncles der Flache LMN auf deren Grund- 
linie LM hat denselben Abstand vom Punote L, wie die Projectioa 
des Schwerpunctes des Körpers ABC auf dessen Durchmesser AX 
vom Anfangspuncte A desselben. 

fiben so ist auch der normale Abstand des Schwerpunctes der 
Fläche PQNM (oder PQSB;) von der Ordinate PQ gleich dem 
SchwerpHücts- Abstände des eorrespondirenden Körperstöcks DBCB 
(oder DEGF) von der Ubene DE. 
Beide Gesetze lassen sich auf elementarem Wege sehr leicht be- 
weisen , was dem Leser fOglioh Oberlassen bleiben kann. 

Die Curve LN, welche demnach sowohl fflr den Cubik- Inhalt des 
Körpers ABC und seiner einzelnen Theile, als auch für die Bestimmung 
seines Schwerpunctes maafsgebend ist, soll -in beiden Beziehungen die 
Seale dieses Körpers genannt werden. Ist man nun im Stande, diese Corve 
elemenlarisch zu quadriren, und ebenso den Schwerpunct der von ihr be- 
grenzten Fläche zu bestimmen, so ist damit auch der Cubik- Inhalt und 
der Schwerpunct des zugehörigen Körpers gefunden. 

Hier sollen nur diejenigen Körper untersucht werden, deren Scala 
von der Art ist, dafs jene Bestimmungen auf elementarem Wege geleistet 
weiden können, und dahin gehören zunächst folgende Körper: das para- 
bolische Gonoid, entstanden durch Drehung der apoHonisohen Parabel am 
die Achse, welche dieselbe in zwei eongruente Theile tbeilti ferner das 
byperbotiffche and elliptische Conoid, welches letztere auch die Kugiel, als 
speciellen Fall, mit begreift; alle pyramidalischen nnd kegelförmigen Körper» 
so wie endlich die Gattung Pblyöder, die von zwei parallelen Vielecken 
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Hb .findflächeo (Graiidflftcbeii) und von PafalteUrapfizen oder JPreieckeft 
als Seitenflächen begrenzt *w^rdeB| und die iMin 4er Sturze wegen unter 
der Benennung der Öbeüaken %naBnmea fassen kann« 

Für alle diese Körper giebt es, wie im Nacbstebendeu gezeigt wer* 
den soll, eine einzige Regel zur Berechnung ifares cubiscben Inhaltes , und 
ebeä so lalst sich die liage ihres Schwerpunctes durch eine und dieselbe 
Formel bestimmen»' 

Das parabolische Conold bietet den eiiijflakhsten Fall dar. Stellt 
nemlich AB (Fig. 1.) eine gewöhnliehe Parabel yor, welche .^Ut zur Achse 
und A zum Scheitel hat, und denkt man sich die Parabelfläcbe AXB um 
jene Achse gedreht, wodurch das Gohoid BAC erzeugt wird, so beschreibt 
jede Ordinate ==/ einen Kreis, dessen Inhalt sich durch ity^ ausdruckt. 
Nach der Gleichung der Parabel hat man abÄr y^ttiiTAr/ wenn a? die zu 
y gehörijge Abscisse bezeichnet, und daher 'f^f jene Kt^iefOächi^ Tty^^s^TFax. 
Bezeichnet man diesen Tnhatt niit O; und-betrachfe)t tnaä' als die zur 
Abscisse x gehörige Ordinate ftUr die ScaLoi^ des Körpers , so ist 

<b sss Tra.x 
die Gleichung der letzteren, welche daher iii* dem Torliegenden Falle eine 
gerade Linie ist, die durch den Cbördidaten-^Anfapg^eht 

Efif stelle LN' (Fig. 1.) diese* geradlitrige Scale vor^; dann ist der 
Inhält des Dreiecks I/iRß^'' der itep^äsentän^'f^^^^ cübischen Inhalt JK 
des Conoids BAC, und dieser Inhalt h^t bekanntlich zum Ausdruck 



Nou Ist LMssAXf JltN'=zKre\BascheBC=iyt;XB*i also bat man 

d. h. der Inkalt des parahoüschen Conotdet BAC ist gleich der Hdifte 
eines (^lindere, der die Ordinate BX zum Radius und die Abscisse AX 
«mr Bake kmt. • ' > .:,iii,-:.;!- 

Bet 8diynrpanetB^AhMaA:iie»,.hn!k^ der Spitse 

L-iat bekarintlidi ^cK.fiE^ii^) «ai ideimabh Jfegt deriiiehweri^oiict des 
Göodidfi« BAC aaf %^ ikr Aebsie AXjvMi SfMtA A eatfisrot. 



»■"■ f » .1» ■ 

1 • i'l 1 ' * • I ! ■• ■ . :■.■..■ •••■■',•> -ji^ 

. • .■ • ...If •',. ..-. .. .. ■'. ■' 



Bef&eicAuD^,.m ^p h&f^w der Ordinalen MN\ PQ"^ welche 
Querschnitte BC^ DE des Conpides ; Tfi^r^sei^ireA » \l)^glich mit/wid/V 

17* 
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ihren Abstand PM mit k, sO ist der Inhalt des PäraUeltrapezes l^^^iV'iir 
£= i(f+r) • ^9 ^"^ ^^^^ ^^ isagleich der AoMiniok fdr den Cnbik- Inhalt 
des zwischen den parallelen Ebenen BC, DE enthaltenen Köqiers BCED. 
Man hat daher 

wenn (p die Länge der in der Mitte von PM errichteten Ordinate RS^i 
also auch den Inhalt von dem mittleren Qnerschnitt FG jenes Körpers dar« 

stellt« Mit Rucksicht darauf, dafs (p s^ (/"-(- /"O '^^9 '^^^^ ^>cb ^^r vorige 
Ausdruck auch folgendermafsen schreiben: 

welche . Darstellung zwar für die numerische Berechnung unbequemer, hijer 
aber doch nölhig ist, um die allgemeine Regel zur Berechnung des körper?« 
liehen Inhalts hervortreten zu lassen. 

Der Schwerpunots-r Abstand des Trapezes PQ^N^M yon der Seite 
PQ^ bestimmt siqb nach bekannten Lehren der Statik durch die Formel . 

und dieselbe Formel giebt daher aacb dea Scbwerpancts- Abstand des ab>. 
gekürzten Conoides BCED von der Ebene DE. Es ist aber f^f'^ <=* ,2^, 
also aoch 2^+/"== 2<P '\-fmA 3 (/+/*) =s/+ 2 (/'+/") +r «= /^H- 4<P ^t' 
Mit Rflcksicbt hierauf kann man die vorige Formel aacb sohreibeu; 



h. 



2y-ff 



welches die Eingangs erwähnte Formel ist, deren allgemeine Gültigkeit 

• • ■ 

hier nachgewiesen werden solL 



t 
\ 



S. 5. •. 

Wie nun das parabolische Conoid eine gerade Linie mr Seüle hat, 
so ist für alle übrigen der Eingangs erwähnten Körper die Scale eine ge- 
wöhnliche Parabd> welobe Carve bekanntlich mit^ zu . denjenigen gthört^ 
die sich auf elementarem Wege quadriren lassen, uid fdc welche auch die 
Lage des Schwerpunctes sehr leicht gefunden wird. Wir betrachten zu« 
nächst das hyperbolische und das elUpäsche Conoid; welche beide Körpei^ 
hier zusämmengefafst werden kötaneü, da die entsprechenden Gleichungen 
sich nur in einem Vorzeichen tinterschelden. 
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Es stelle demoaeh ^0 (Fig. 8.) einen Bogen der Hjrperbel oder der 
Ellipse vor, A sßi der Scheitel dieser Corvo und AX die Achse derselben. 
Sind X ond y die s&nsaoimengebdrlgen Coordinaten eines beliebigen Curven- 
punctes, auf den Punct A als Anfangspauct und AX als Abscissen- Achse 
bezogen, so ist die Gleichung 

worin a und b die gewöhnliche : Bedeutung imben* 

Denkt man sich nun das Conold BAC ähriah Drehung der Fläche 
AXB um die Achse AX eöfständen, so hat die Ordinate y bei dieser Be« 
wegung einen Kreis beschrieben, dessen Inhalt O sich ausdruckt durch 

Dies ist also die Gleichung für die Scale des fraglichen Cono'ides, sofern 

man O als die zur Abscisse j? gehdrige Ordinate derselben betrachtet. 

Die genannte. Gurre geht zweimal durch ihre Abseissen^ Achse, und 

man findet diese Darchgangsjraaete fBr die Bedingung 4> «: 0} wolur man 

erhält: .- . •''• . .' ■ /•■:>^* 

. . ifl? = :Q und.- Ärs=a .±20. 

■ ' • - " fc 

Der erste' Durchgangq^ct findet denfnaeh' int Aalmgspoiicte der Coordi^ 
oaten statt v^er «weite hibgc^en ist lim did Gtöüie 2«;!von dieaiMli Fuucte 
entfernt, uod zwar fär die Scale des Hyperboloids auf der negativen » für 
die des ElKpsoids auf der positiven Seite der Abscissen- Achse. Beide 
Fälle sind in den Figuren 9« und '4. getrenid dargestellt, wo li der* Co- 
ordinaten - Anfang , LM die positive Seite der Abscisaen-Aehse upd XIi^ 
s= 2 a ist, so da(8 also L* den «weiten . Durchgängspdnct 4arstaUt 

Man halbire den Abstand LL* ia l, so dafs LI =i,L^l ^^0, und 
siehe durch/ senkrecht nntLL^ die Grerade FfF (oder.Fi); sq fipdet mau 
die zur Abscisse LI gebörige Ordiiiate IV, . wenn äan in der obigen Glei"» 
chung ar«=s :pa setzt, nemlich : 

IV c= +t6?. .-.■ 
Der Punct V liegt daher. ((»r die Scale des , %perboloids (Fig. 3.) unter- 
halby fär die des fittipsoids (Fig«4^ aber oberhitlb-die# Jtbseissen-^Acbs» 
LM. Nimmt man ihn zum Anfangspunct der Coordinaten, di^ Geits^tJVW 
Coder VI) zur Abscissen-Adise^ und b^zeiehtiet die Coordinaten VfV, 
WS des beliebigen Curvenpunctes jS bezüglich mit t und ii^ so Ist ^ ^ 
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a? = +(tr — LI) 5= ±(K— a), . .-. n.i. : 

uud wenn dies in die obige Gleicbniig der Scale gesetzt wird, entsteht ', 

welches die Gleichung der gewöhulichen Parabel ist, deren Scheitel sich 
iu V befindet, und deren Ach^e die Gerade VW ist. 

Die Kugel geht aus dem elliptisdiea Spbäroid hervor^ wenn «ao 
die beiden Achsen der erzeugenden Ellipse einander gleich setzt. Für 
a = i verwandelt sich aber die vorige Gleichuag in folgende: 



A -- 1 



U'^—.t, 

.... » 

und die Parabel zeigt steh daher auch für die Kugel noch als Scale des 
Inhalts. 

8- Ä* : 

flm- iiott von der körperlichen Zone jBCjKjD (jPIg.Sv) der. byper- 
boltsc^n und elliptlsdbeii Ckmdldes zw&rderst der Inhait' K m bestinneo^ 
bezeichne man die Flächen -Inhalte der parallelen Durchschnitte BC^ INB, 
welche die Grundflächen jener Zonen ^rsteOen , beziehlich mit f und f\ 
Hiren Abfand ven einfender oder dUa HfiHe ffär Zfute mit A^ nnid denke 
sich in der Mitte dieser Höhe den (DurcfasebeiM üVr genommeh, . dessen üt^ 
lialt' -ht P Mein mag^. In den^ Fignrien t. mtd 4. haben die Oii^^leD iMBf, 
IH^ und BiS^lieeelten Zahlen weiibe, wie <^ so eben genaanton [hircli* 
schnittst Bbetien ,- lind aoeh deaselken Abstand von einander;/ die Fläcbetf 

MÄniBtelhel "die Sehne QN, wdefae idie Linie JSiS öderdeMn^ Ver-» 
tängemnjg kt T H9ebneidet> nnd bezek^O die Iiänjge Tön ST mk n, so 
ergfebt steh der Inhalt des Segmentes QN& nach, iiekänalen Lmbreniider 
Geonietrib v«s= f itiH fibensa ist dei): iiihalt dee FaraUelttvpeMs. PQNM 
= ^(/'+/^)^^ ond daher ergiebt sich der Inlehn der wen der Scale: bk^ 
grenzten Fläche PQNM gleich ; ^ 

wo ^ ohem^l^ekben fdr dasiSjptrbokid,) das/^eilese eber für das iU 
lipsoid ''gUt^ 'Nen "Istefcer • ^ •.' ^''■'•^\'. ''o.''^ ii:»'.*. i^ü -r^v/i U:* l/' /ii./i 

und ZUgteicb ,u h ■ '. :":;] iIoii.:i>:wI ■. •,;,:..:.'.">,■ ;j !.>..;.■ -wj vv 



8. Brixy Inhalt tmä Sekwerpunct gewisser Körper. 135 

folglich 

Subslituirt man dies in die obige Formel, und bezeichnet den gesuchten 
Inhalt mit JST, so entsteht 

welche Formel den Cubik- Inhalt der körperliehen Zone BCDIS aosdräckt. 
Den Schwerpnncts-Abstaitd dieses Körpers von der Ebene J9iS fin- 
det man ferner, wenn mau das statische Moment der Fläche PQNM in 
Bezug auf PQ durch den Inhalt dieser Fläche dividirt Nach bekannten 
Lehren der Statik ist aber das Moment des Paralleltrapezes PQNM gleich 

und ebenso das Moment des S^gqients QNS, dessen Schwerpunct in ST 
liegt, gleich 

folglich ist das Moment der ^ache PQNM gleich ' 

Setzt mau hierin statt n den vorhin gefundenen Werth, s6 verwandelt sich 
dieser Ausdruck in folgenden: 

nod wenn man den letzteren dnrcli den Inhalt K dividirt, ergiebt sieb für 
den gesucbten Scbwerpancts- Abstand z des Körpers fiCiC/l von der Ebene 
DE die Fprmel 

t. -9 « k, .i^f'^f . . 

■:.'•': ... 

«. r. 

In Fig. 3* stellt^ wie so eben dargethan ist, die Curve LN die Scale 
des hyperbolischen Conoides Jff^C dar, und der Darchgangspunol Jtr dieser 
Curve durch die Abscissen- Achse entspricht dem Scheitdpunote A des 
genannten Körpers. Anf gleiche Weise ist L^N^ die Scale des Conoides, 
welches dnfch die eotgegeugeseCztd Hyperbel bei^r Drehettg nm die über 
A Unaiis verlängerte Achse AX eraeugt wird. Das Gorvenstflok lirVLU 
welches unterhalb der Abscissen- Achse liegt, stellt idber/wle leiohi et^ 
hellet, die Scale des Sphäroides vor, welches die, beide Hyperbeln ver- 



j 
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bindende Ellipse zur erzeagendeu Fläche bat, und das Segment LL'V 
repräsentirt demnacb den cubiscben Inhalt dieses Sphäroides. Dieser letz- 
tere Körper ist negativ zu nehmen, während die beiden zuerst erwähnten 
Körper, die zusammen genommen das sogeiiannte zweiasti^e Hyperbokad 
( hyperboloide a deux nappes) bilden, sich als positiv darstellen. 

Ferner ist in Fig. 4. die Curve LVL' die Scale des elliptischen 
Sphäroides, und der Inhalt der Fläche LVL* iiät der Ausdruck för den 
cubischen Inhalt des gauzea Sphäroides. Jener Flächen - Inhalt ist aber 
gleich l VI . LL\ und da nach dem Vorhergehenden F/ =s ^ h\ LL' ss 3 a 
ist, so ergiebt sich der Cubik- Inhalt des frogli^hen Sphäroides = ^ab^x. 



I ■ 



«• 8- 

In §. 5. wurde eine Drehung der Hyperbel und der Ellipse um die 
grofse oder Haupt- Achse 2 a angenommen. Allein die daraus hervorge- 
gangenen Resultate bleiben dieselben; wenn man die genannten Flächen 
sich um ihre kleine oder Zwerg -Achse 2 h drehen läTst, wobei die eine 
Fläche das sogenannte ^na^%« £fj(p^öoi/pil (hyperboloide ä une nappe), 
die andere aber ein abgeplattetes Sphäroid beschreibt. In der Gleichung 
der Scale dieser letzteren Körper, die noch immer eine gewöhnliche Para- 
bel bleibt, ändert sich weiter nichts, als dafs darin b au die Stelle von a, 
und umgekehrt a an die Stelle von b tritt Diese Gleichung ist nemlicb 

wie sich durch eine kleine Deberlegüng sofort ergiebt. 

Aufserdem findet man bald, dafs die Scale des Hyperboloides jetzt 
keinen Punct mit der zugehörigen AlMicisseo - AcAise gemein hat, sondern, 
wenn in Fig. 3. VN' jene Scale und im' diese Achse Beispiels halber vor- 
stellt, so ergiebt sich für den Abstand vi des Scheitels der Curve von 
ijhrer Alit^cissen - Achse der positive Wertb to^. 

Die beidea in $.6. gefundenen Formeln: . 

haben daher a«cfa vfttr 4ie: obigen l^^rper volle Gültigkeit f>wofera oemlich 
die parallelen ; |)urch«ohnittsfläoheiL ^ /' und <P aqf der flota(ioi»a-Ae.h»e 
senkreobt genowinett mnd« ... r.i • 
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8. 9. 

Pjfraimdälische und kegelßmdge Körper stioiinen in der Uigeascbaft 
übereio, dafs die mit einander parallelen Darchscbnide bei jedem dieser 
Körper sich wie die Qnadrale ihrer Abslände von der zugehörigen Spitze 
verhallen. Nimmt; man also diese Abstände zu Abscissen,. die Inhalle jener 
DurchschniUe aber zu den darauf senkrechten Ordinalen, wodurch die Scale 
der fraglichen Körper construirt wird, so ergiebt sich sofort, dafs die er- 
wähnte Scale ebenfalls eine gewöhnliche Parabel ist, deren Scheitelpunct 
im Anfangspuncte der Coordinaten liegt, und deren Achse auf der Abscissen- 
Achse senkrecht steht. 

Uebrigens bedürfen diese Körper keiner näheren Betrachtung, da 
sie sich als eine Speciglisatiön der sogenannten Obelisken ergeben werden, 
zu deren Behandlung wir im folgenden Paragraphen ubergeheq. . 

8. 10. 

Wir wenden uns jetzt au der Betrachtung derjenigen Körper, die 
von zwei parallelen Vielecken als Endflächen und von Paralleltrapezeu 
oder Dreiecken als Seitenflächen begrenzt werden. Wir haben diese Kör- 
per unter der CoUectivbenennung Obelisken zusammengefafst, und sie gehen 
ffir den besonderen Fall in vielkantige Pyramiden aber, wenn alle ihre 
Seitenkanten sich, hinreichend verlängert, in einem und demselben Puncto 
schneiden. 

Um zunächst die Gleichung für die Scale dieser Körper herzuleiten, 
seien f und f^ die Inhalte der beiden mit einander parallelen Endflächen, 
und h sei die Entfernung zwischen denselben oder die Höhe des Körper^su 
Wir betrachten jene Endflächen der gröfsereu Allgemeinheit wegen a^ 
ungleich , und um die Begriffe zu fixiren , nehmen wir f als die kleinere 
Fläche an ; was unbeschadet der Allgemeinlieit geschehen kann* Die Seiten 
des Vielecks f sollen m\% a, b^ &^ d .... etc., die des Vielecks f' mit af^ 
b\ c', d^ .... etc. bezeiehnet werden, wobei >, die letyitereii Seitett nach der 
Reihe als parallel mit den ersteren zu denken sind, so daCs also die von 
gleichnamigen Seiten beider Vielecke gebildeten Winkel einander paar- 
weise gMch sind. Nach bekannten Laiiren der Pirfygofiemetf i» hat pan nun 

CreUe's Journal f. d. M. Bd. XXV. Heft 2. 18 
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oder, wenn mau der Kürze wegen die Sinusse der Winkel (ab)^ (ßc)^ ... 
... {bc) etc., so wie die der gleichen Winkel (a'b*)^ (ß'c')y •••• (*'0 ^^^* 
nach der Reihe mit ö", (r\ c'* .... etc. bezeichnet, 

Nun sei O der Inhalt eines mit den Endflächen f und f^ parallelen Quer- 
schnit(es3 der in dem Abstände x von der kleineren Eniffläche f durch den 
Korper gelegt ist, und a, ß, y, ^ •... seien die Seiten di'eseii Qüerischnitts, 
so ergiebt sich, auf gleiche Weise wie vorhin, 

<D = 1 2 (aß -sin (aß)) = iS(aßäO/ ' 
da die Winkel (aß), (a7), (ß7) .... den vorigen Winkeln der Reihe uAch 
gleich sind. 

Um die Querschnittsflache O als Function ihres Abstandes x von 
. der einen Endfläche darzustellen, hat man, nach einem bekannten Gesetz 
beim Paralleltrapeze, die Relaliooen: 

ah = «a? + a'(Ä— ar), daraus a = i^IZJ^)^±^^ 

> • . . ■ 

SubstUuirt man diese Werthe iu den Ausdruck von <i>, so gestaltet sich 
derselbe wie folgt: 

Nun ist Sa* er « 2/, 2a'5V=2/', und wenn mau die Grö&e SCai'+o'Ä)^, 
welclie ebenfalls eine gewisse, noch näher zu bestimmende Fläche aus- 
druckt, gleich 2f*^ setzt, so kommt ' 

welches (Kö Gleicfamg der Scale des io Rede beffiidlicheii Körper» ist 



S. tu 

^ Cs^ kMuMi mMunehr meb dwiuif mj^: die Lage jeaer Sbnfe gegen 



die: ««gehörige Abetiiweli^lAfibae naJher^sn iiatars^ wir zu 

dej« Ikida. i^ der vHrigeii Gleich^ >die; u i^mm MieMgTO. Curvenpunct 






f I 



■f 
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gehörige QrdiDate4> «= 0, bo findet man dkrjen^to Werlbe von äsr, wddbe die 
etwanigen Durchschnittspuncte der fraglichea Curve mit der Abscissön« Acbiie 
oder deren YerlängeruDg bestinuien/ lAidarch :^gqhen sich die beideo Werthe 

m 

und X- = -^^i-^[/-''_2/^+v^(f^ 

Hieraacb fidden swei IlurcbsehBiltepücte öder gar keiner statte je ■achdem 
diese beiden Amdk-nöke reell öder imaginär: sind; und fSr den besondern 
FäU^ dafn die Radiealgrorae in der Klaiwaier gleich NaU Wird, hat die 
Scale niir einen 'Fquct, mit der Absoissen - Aefase gemein, die daan also 
eine Tangente für sie ist« .^i 

Damit bi^id^ W^4be >ron x reell law&lien, inufa f'^ > 4f//' sein^ 
und da zugleich nach der gemachleu Voraussetzung /">> /"^ ist, so wird 
um so mehr r'^>^f% milhifi jT'' > 2/"' sein >. so dafs also die Gröfse 
/■" — 2/"' jedenfalls positiv ist. Üebrigens köoneu jene Werthe von x ao- 
woW poSitiV iÜÄ itcfgktiv^ auffallen; i36faa eiuarig uüd atfeM Von dem Ver- 
bättnUe; zwieGhen.:^w«fQr^e»i r'— 2/;f und; yTMÜ^.irr^ff^ aWÄMglU^JftÜ« 
eidfadre Petr^chiikng ^eigt uemKcfr, dafir difi ,b?i4^: il^^l^nm^rg^ 
den Ansdräeken von a^^nnd 4>''j mit der alsJVeiiner, diirin i^orkjMnmiMden 

^ail^ würden, sich dann jen^ Ade^äcke beide negativ, in .dem, andern i^ber 
beiÜe posiliv ergeben.' lÜet der oacbfolgendeh tlntersucbungeD kommt es 
Ihdes^ hierauf iiic))¥''wd{4r'i^^' loA S» «s alüe glefdigfimg'isi^, w«icbe 
Annahme man machen vrill, so setzen wir znr Fixirung ^l^''Bi^^^e 
den ^^' F^f ^\di^ni!»^,>'^^ii^''Sicli>iit^<dtii'><ira8MbrfW^ *la•'hia1i^^^'>^ve\^nei. 
lO^m^äß'lfe^iP«!)^ 'ikäHii IhlMhM^ftnif^^ittctff'^iti^ ^»ie-tSü^k^iÄ flWite 
der Abscissen - Acl^l''^l^itesr^<Vl^/9i'#r^'«ll|:4fl«i'>l i»1^'>>>'{leki<€obri- 
dinaten- Anfang, PM die pqi^vä. Seite ^r;4^bscissen- Achse repräsentirt, 
während L und L' die fragAcEefa PvchsehnittsnuDCte sind. Man bat dann 
PL = or , PL' = 0?'^, und w^un i^n den Abstand LL' nn 1 balbirt, so ist 

die Abscisse des Ourvenpuncles V, zo welcbeiqo4l^/fd%^0fliiMlte-};geliwi 
i|Ü»iiß(«lMft|.alt &ld«NiiDi«|^ |p4|i^/d«^irQtttefa^n^M)^ftl#n^8Wil|tt dr io 

18* 
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die allgeneioe Gleicbang des vorigen Paragraphen «eteeo« Dadnrcfa 'ei^ 
giebt sich 

und der Punct V liegt daher, wie naturlieb, unterhalb der Abseissen- Achse. 

%. 12. 

Die vorhin gerundenea Ausdrucke x* nud x^^ werden beide imagf» 
när, wenn /''^< 4/7^ ist, ond ia diesem Falle hat die Scale keinen Penct 
mit ihrer Abscissen- Achse gemein, wohingegen sich jelst fnr die zngehft^ 
rigen Ordinateu ein Minimnm nachweisen läfst. Derjenige Werth von x^ 
der einem Maximum oder Minimum entspricht, wird aus der allgemeinen 

Gleichung $• 10. gefunden, wenn man ^s=0 setzt. Dadurch ergiebtsich 






und das Vorzeichen von ^-^ = f^f — f^^ entscheidet demnächst, ob ein 

Maximum oder ein Minimum statt findet Nach der Voraussetzung ist aber 
/^"*<4/3r', and da bekanntlich ^W^if^^tf—if—f?^ »»»o {f^tf>W, 
so ist um so mehr f''^<i{f'{-f'fj mithin f'^Kf^f^ Demnach kann 
f^f'-^f^' nur positiv sein, nnd der obige Werth von x entspricht da- 
her einem MiamHim. Setzt man denselben in die allgemeine Olelchnng,* se 

4//'-—/"* \ '^' ' 

findet man die kleinste Ordinate = A(i!LftL,^H) > ^*ö daher jedentaltsi 

positiv ist nnd somit einem Ponote entspricht, der oberhalb der .Abscissen- 
Achs^ liegtf 

.: ^Ik inJErig.& die 6eiiMle>m filr den jetzt in Rede befindlichen 
FaU die Abscisseu- Achse, p den Anfangspnnct der CocM^dinaten vor^ und 
hat mau auf der linken Seite dieses Ponctes das Stock 

pi = |A +j--p;£^ 

ahsbtn^üj ao reprSseotiri die (biraiif Senkrechte 

die kleinste Ordiiuite, oder die Batferoiuig des tiebtea Carrenpuiietes V 
▼Ott der Abseinieir-Aohse. 

f fi» die Bediogoiig r^ta 4/r wM di» UeiMto OmÜiMto gleicK 
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Null, und der Ausdruck für die zegekörige Abscisse reducirt sich auf 

a: — ^^ — Ä y# ^ 

Diesen Resultaten gemäfs geht die Abscissen • Achse, welche in Fig. 5. van 
der Linie tf^ dargestellt wird, durch den tiefsten Curvenpunct V, und der 
obige Werth von x bestimmt den Abstand irV. 

%. 13. 

Man nehme nun F zum Anfangspunct der Coordinaten, die auf LI/ 
normale Linie VW zur Abscissen- Achse, und bezeichne die Coordinaten 
VW und iVS des beliebigen Curvenpunctes iSf bezöglich mit t und u. 
Sofern nun x und die froheren Coordinaten dieses Punctes sind, hat 
man mit Bezugnahme auf Fig. 5. 

oder ar == ii-;,! f == ''~**747W^^ 

O g= < + /Fi f'»%—if f 

oder ««: /-ir i "" W+T-fr 

Setzt man diese Werthe anstatt x iind <1> in die allgemeine Gleichung der 
Scale (9. 10.) , so ergiebt sich nach gehöriger Bednction 

welches wieder die Gleichung der gewöhnlichen Parabel ist, die also nun 
auch für die unter der Collectivbenennong der Obelisken zusammengefafsten 
Körper die Scale ihres Inhaltes darstellt. 

Demnach bestimmt sich der Cubik- Inhalt des zwischen den parallelen 
Vielecken f und f^ enthaltenen Körperstuckes, mag dieses nun von der 
Flache PO^ür^ pQNm, oder von der Flache TrQNfA (Fig. 5.) dargestellt 
werden, ganz auf dieselbe Weise, wie es ia S« 6. fflr das hyperbolische 
Conoid gezeigt wurde, durdi die Formel 

und ffir den Schwerpnncta- Abstand dieses Körpers von der Fläche f^ gilt 
ebenso die bereitis früher gefundene Formel 

vto- <P^ wie früher, den mittleren DwdiseliMti md k den Abstand der find-* 
ttchen fnnAf^ von einander beiteiekMt 
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'S- Hf 
In den vorhergehenden Paragraphen hat sich ergeben, dafs die Scale 

der Obelisken sich mit der zugehörigen Abscissen- Achse entweder in zwei 

Puncten oder gar nicht schneidet, je nachdem die Gröfiie jf^'* gröfser öder 

kleiner als 4ff^ ii^, nnd dä& für den besonderen Fall, wo diese beiden 

Gröfsen einander gleich sind, zwischen 'jenen beiden Linien eine blofse 

Berührung slatlfindet. 

Im ersteren Falle werden die Ordinalen der Scale QN (Fig. 5.) 
in den beiden Punclen L und L^ zu Null, zwischen denselben aber ne- 
galiv und jenseits L' wieder posiliv^ was folglich ganz eben so für die 
durch diese Ordinaten dargestellten Querschnitte des Körpers gilt. Dies 
ist jedoch nicht so zu verstehen, als wenn beim Verlängern des Körpers, 
über die kleinere Endfläche f^ hinaus, sicii die den Puncten L und L* ent- 
sprechenden Querschnitte . jedesmal - auf^ einen Punct oder auf eine gerade 
Linie reducirten , wodurch sie absolut iu Null wflrden. Dieser Fall kann, 
wie leicht erhellet, nur unter sehr besondi^en UnMänden eintreten. Im 
Allgemeinen hat iimn jen^ NuUwerddn'Vlcr-Ou^fäic^niite hn algebraischen 
Sinne zn nehmen ,^9a üemUch,. dlfiein-Tbeädes 0«ciribhuUtes fdovck. dM 
Schneiden der LängericanieD n^^sfiri'geiirarddn;' wahrem! wi Mititref gletdh 
grofser Theil noch positiv ^^blieben ist, und jimgekehrt. 

Die den Punclen L und Z/^ entsp^chenden Stellen des Körners, wo 
die Qu6r^<il^nil(e dieif^selbeA^ nidein 'kie äbs' dem positiven iri deii n6^tlven 
Zustand und von diesem wieder Ib ibrien'dbei^^heii^, afgebranibli zu ^KTiiII 
werden, kann mau fuglich die Jfiii^^Si' des 1^^ 
äüs''lrer obig^ött DarsfeHung; Ms j&Qät titlri^^ 
geneii Art nuJF zWei-^ölcb^r" kt^t^tbh!;'*'^^ 



aber negativ zu nehmen, is/l; Je^cLw^riij^nrimiFig. 5. durch die Flächen 

TriU hierbei der «>eSond,5?„^^« o^iM #r,¥»f«!?*»'?f^°>».^!|JH! 
man sie biiireicheod verlängert^vsjchiii einem una demselben Puncte schnei- 
den, dafs also der Körper et^ |?|ri|^^^d^ iü; So fallen anch die Knoten in 
dMdiQ'iVdmUfreUbsmwi^ |>iitti<l)iMD4MMIim-iiliite lie|e|iMüaifeg»t«rQCK*i^ 
per verschwindet alsdann. För . l ^^^io iJ¥wl a^^fc ^ i l i ■g nrteltl^ fait;F>gji(ki d» 
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Flacbe NVfA den Inhalt der PycMitae, aad die Fläche N'Vfi'Aen.hih»lt^ 
der, durch die VerläDgeruug ihrer Kauten entsteheudaiiy entgegedgeset^ten 
Pyramide dar. ' 

Endlich kann es sich anchi ereignen, daGi beim Yerläugern der Kanten 
gar keine Knoten entstefben, wenn nemlich mehrere Kanten parallel mit 
einander, die durch sie begrensten Seitenflfichen des Körpers also Paral« 
lelogramme sind. Wenn dann zwei nicht parallele Kanten sich schneiden, 
wodurch sich die zwischenliegende Seitenfläche in ein sogenanntes über^ 
geschlagenes Trapez verwandelt, so wird zwar der angrenzende Theil des 
Querschnittes in Bezug auf den äbrigen Theil negativ, allein der positive 
Theil bleibt immer überwiegend. Ueberdies wird durch das successive 
Schneiden der übrigen, nicht parallelen Kanten der bereits negativ gewor- 
dene Theil der Fläche allmälig wieder in das Positive hinüber gezogen 
und die Fläche erlangt ihren fräheren Werth wieder. In diesem Fall, der 
in Fig. 5. durch pQNm dargestellt iist, nii^mt der Querschnitt bis zu einem 
gewissen, durch die Ordinate iV dargeatellteii Jfiüinuim ab.^. und wiohat 
daAB nach demaeiben Gesetae wieder;: der Körper wletdet also nur eine 
purtielie Eiasiehiing, eine CoubrMikm mmB Querschnittes. . 

g. 16. 

Die im vorigen Paragraphen betrachteten Erscheinungen sind im 

Wesentlichen durch die Gröfse f*^ becfingt, und hängen namentlich von der 

Beziehung zwischen dieser Gröfse' und den ^beiden Endflächen f und f^ ab. 

Nach S. i9. war 

/^" « i.S(ii*^+V»)(r, 

und Iran läfst sich der auf der rechten Seite stehende' Ausdruck mit Hülfe 

des mittleren Querschnitteis (p auf folgende Weise bestimmen. 

Sind, wie früher angenommen, a^ 6^ c .... die Seiten von f; a!^ h'j& .... 

die homologen Seiten von f^ und d*, (r*\ tr*' •••• die Sinusse der zwischen 

Je zwei homologen Seiten ehthallenen Winkel, so Vrerden die Selten des 

mittleren Querschnitts ^ bezflgliöb gleich \0i'^&% \Q^\^% i^^"^^'^ '*** ^^^* 
seh, und es erj^ebt fifich der Ifihait '* 

Diese Gleichung läfst ^sich^ dnfcli das Aq|lQ«9iir ^;^^^^ in folgende 

verwandeln: 
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und da ^(ab(r) = 2f, 'Z{a'h'<r)^2f' und ^{aV ^afh)(r^2f'' ist, so 
hat man die Gleichung 

woraus ^ = ^(p—C/'+r) folgt. 

Nun waren die Bedingungen für da^ Eintreten der im vorigen Paragraphen 

betrachteten Erscheinungen > zufolge %. 11. u. f., 

r'^^Hn oder r^2,r{fn\ 

und wenn för f" der obige Werth gesetzt wird: 

Hieraus ergiebt sich ferner sehr leicht die Bedingungdgleichung 

oder 2 /(p =//+/•/''. 

Wenn nian also den Obelisken in der Mitte zwischen semen findflächea 

und parallel mit denselben schneidet, und es findet sich: daCi die 4o|^pelte 

Quadratwurzel aus dem mittleren Durchschnitt (p gröfser ist, als die Somme 

der Wurzeln aus den Endflächen, so bildet der Körper, beim Verlängern 

desselben, jeuseits der kleineren Endfläche allemal zwei Knoten. Ist aber 

die doppelte Wurzel aus dem mittleren Querschnitt kleiner als die Summe 

der Wurzeln aus den Endflachen, so entstehen keine Knoten, sondern der 

Körper erleidet nur eine partielle Contraction seines Querschnittes; und 

wenn endlich die doppelte Wurzel aus dem mittleren Querschnitt der Summe 

der Wurzeln aus den Endflächen jjfleich ist, so schneiden sich alle Seiten- 

kauten in einem und demsriben Puncte und der Körper ist eine abgekürzte 

vielseitige Pyramide. 

8. 16. 

Fassen wir zum Schlüsse die Haupt.-Ergebnisse der vorbergehendeu 

Untersuchung zusammen, so zeigt sich, sie l^stehen darin, daCs.eß fQralle im 

Eingänge dieser Abhandlung genannten Körper eine einzige Formel zur 

Bestimmung ihres Inhalts giebt, und dafs eben so der Scbwerpunct dieser 

Körper nach einer und derselben Formel bestimmt wird. Es war uemlich 

die Inhaltsformel W 4.Ä(2^ + ^±£ly^ / 
die Schwerpiinctsf<M(mel &» A rr^^T^^rj^ 
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Nach Her ersleu Formel ergiebt sich der Inhalt eines jeden der fraglichen 
Körper: 

,jWenn man den doppelten mittleren DurehecAnift zu dem arithmeti' 
„ sehen Mittel der beiden Endflächen adMrt und die Summe mit dem 
^iritten Thal der Höhe dee Körpers pmlüpüehrt'^ 

Die obigen Foi^eln sind zanacbst nur iw solche Körper als allge- 
mein göltig nflbligewiesen , deren Scale die appllonische Parabel ist; allein 
jjft^ dies sind so ziemlich alle Körper, die in den gewöhnlichen Lehrbuchern 

der Geometrie, mit Ainnahme der regelmäfsrgen Polyeder, betrachtet zu 
werden pflegen, und wetche die meiste Anwendung in der Praxis finden. — 
In wieferii auch noch andere Körper zu der Gattung der Eingangs er- 
wähnten (die eine parabolische Scale haben) gehören, und in wiefern na- 
mentlich diejenigen Körper y^ die von Oberflaofaen des jswei^ Grades um4- 
schlossmi werden, sicfa auf eine ähnliche Weise dnreh- Betraobtung der 
zi^ehörigen Scale behandeln lassen , bleibt einer spfttem IMUttheilang vor« 
behalten. ; ?; 

Uebrigens mofs erw&hnt werdeu^daliftidia: bei dieser Untörsuchong 
zum Grande gelegten Fondamentalgesetze schon froher iv Anwendong ge^ 
l(Qmmen sind. 0er sehwedlscheVice-Adoihral CSidynoiaii. in ! seinem Werke 
aber JSchiffbauktinst *^) . Wendete de- sneiist ah, :jia /toit Bulfis • deir .voa 
Thomae Simpson angegebeiieiiNäberang8ibmieLzor»Desfifflmiiiig des FUUdien« 
Inhaltes unregeloia&iger Figarea die StabiiiUtf 4er SohiffitgefiMse näberaogiK 
weise zu berechnen^ 

Berlin im Oecendl^r 1842. t^' • 
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9. 



näherte Bestimmung der Factoren 

1.2,3.4.5.i,.ii=3r(l+it)=yV^^rfa?^ 

wenn n eine sehr grosse Zahl ist 

(Von Hran PrifeaMr Rambe m JEnriofa.) 



Jji der Theorie analytipie dee probabilites tlieilt Laplace ein Veifiibren 
mit, die iö der Uebersehrifl; angegebene Factorenfolge^ fOr den F«tl^ wenn 
II eine sehr grofse Zalil vorslellt, dergestalt umzuformen, dafs der neir- 
gewonnene Ausdruck, dem Zwecke der Wahrschelulicbkeitsrechnong ent^ 
sprechend^ nur angenähert I den Wertb des erstem reprisentire, dafär aber 
den Vorlheil^ infserst schnell zur nooierischen Besthmniing desselben zu 
fiilirofi,(igewähre.. Gipiik denselben Gang, Läplueefe Resultat zu erhat» 
Cen , befolgt anch Pok9on in seinem classiscbeii Werke Aber Wt^risicbein- 
lichkeaA-eobnimg^ * Warum aber IWsras^ dar in mehreren Tbeflen dieses 
Werkes, uameJDtlich bei de» Prineipien, die wissenscfaaftliche Strenge^ in- 
soweit solche in der Wahrscheinlichkeitsrechnung möglicb ist, •genaii be- 
obachtete, und darin gerade seinem grofse« Yonarbeiter auf diesem Ge- 
biete den Vorrang abgewann : warum Poiseon gerade dort, wo er sich auf 
rein*» mathematischem Boden b^aiid, unverändert seinem grd^n Meister 
folgte, und nicht, wie an anderen Stellen selbststäudig atifkrat, bleibt mir 
unerklärlich; es mdfste mir denn die Hypothese zu machen verstattet sein, 
dals man in der Wahrscheinlichkeitsrechnung aueh mit blofs wahrschein- 
lichen Resultaten sich begnügen, dürfe» 

In den vorliegenden Blättern wird der in der Ueberschrift ange- 
deutete Gegenstand mit jeuer wissenschaftlichen Strenge erörtert werden, 
welche Untersuchungen über rein - mathematische Grölsen vor andern zu- 
kommt um auf gut beleuchtetem Wege einem j|i allen Beziehungen kennt- 
lichen Resultate zuzusteuern , bei welchem die 'ISrenzen des Statthabens auf 
unzweideutige Weise festgestellt sind. 

■■«■. . ■- 
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. . t. 

Bezeioböet mao mit lagmdra das bestiminte Integral 

durch r(a), so findet, wie bekauot, die Gleichung 



I. r(«) = 



Stalt, wo a eine beliebige positive reelle Zahl und h eine unendlich -grob 
werdende positive ganze Zahl vorstellt. 

■ ■ ■ • * 

Aus dieser Gleichung folgt 

L reo = 1, 

und, mit Beachtung der Bedeutung von k, auch folgende Relation: 

. II. ra + a) = ar(ii), '^ 

die, wenn für a nach und nach die gaszen Zahlenwerthe 1, 2, 3, 4, .... n 
gesetzt werden, »uf folgende Gleicl;ung fahrt: 

8. r(l + i») = 1.2.3.4.5 .•••».. 
Die Umformung dieses Factoren- Ausdruckes macht den Inhalt der gegen- 
wärtigen Abhandlung aus. 

Ferner hat man die allgemeine Relation 

in. r(ii«) == r(a)r(fl+l)r(«+.|) .... r(ii+'-i^>"-^(2y)T^, 

welche für alle positive reelle Werthe von n besteht und fast alle Eigen- 
tbumlichkeilen der Functioti r(<i) umfafst. 

Die Wichtigkeit dieser allgemeinen Relation, oder des durch die«- 
selbe ausgesprochenen Theorems, die Function r(a) betreffend , ist bis 
jetzt nur vom theoretischen Gesichtspuncte genägend erkannt worden. Fol- 
gerungen aus diesem Theorem sind meines Wissens nur wenige gemacht 
worden. Die meisten Schriftsteller, die diesen GegenMand behandeltöM^ 
I^^itilr^ mitbegriffen, setzten «ich als Ziel ihrer Untersuöhungen daä 
Theorem selbst vor; hier aber angelangt, nhnnit initnTast keine Spttr währ, 
dafs es, in seiner Allgemeinheit, auch EinfluCs auf die übrige Analyst^ Aus- 
geübt habOb fllehrere nicht uninteresmnte Folgeruugeo aus deiA Theorem 
habe ich bereits gewonnen. Da ich aber dieselben als noch nicht ge- 
sohlossen betrachte, und auch befurchte, durch Mittheiluug aller Voti'' nur 
bereits gewonnenen ErgebniMen den vorliegenden Gegenataad zu sehr in 
den Hintergrund zu stellen, habe ich es vorgezogen, nur diejeniigep. F^. 

19* 
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gerungen aus dem Theoreme in der folgeuden Nummer mitsutheilen , die 
zur Erreichung meines hier vorgefiteckten Zieles onerlablich sind. Erst 
■ *■■ nach Mitfheilung dieser Folgerungen werde ich zum eigentlichen Gegen- 

stande der vorliegenden Abhandlung übergeben. 

Bezeichnet man davcb logA den natürlichen Logarithmen von ii^ so 
bietet das Theorem in (III.) auch folgende Gleichung dar: \ 

logrcn«) = iogr(fl)+ iogr(fl+l)+iogr(fl + 4)+....+iogr(«+ '^i) 

+ (wfl — i)logii — ^^-^ log2T. 
liäfst man hier n eine unendlich -grofs werdende Za^K bedeuten und setzt 

wo dann eo eine ohne Ende abnehmende Zahleugrdfse vorstellt, so geht 
diese Gleichung, nach geschehener Multiplication mit co, in folgende über: 

logT(x)dx = tdlogr(— ) + («— ^a))logw.+ -2— log23r. 

a 

Wird ferner a als unendlich -klein werdende positive Gröfse behandelt und 
gleich mu) gesetzt, wo m irgend eine endliche. positive Zahl bedeutet, so 
erhält man die Gleichung 

3. y*'logT(x)dx = i log 2t. 

Aus der allgemeinen Gleichung (II.) zieht man ferner die folgende be- 
i kannte Relation: 

r(x— /») = a?(ar+l)(a?+2) .... (a?+/»— I)r(Jp). 

LQ^ man dieselbe logaritbiniscb auf, mulüplicirl nacbfaer auf beideu Seiten 
▼om Gleicbbeitszeiclien mit dx und inlegrirt hierauf sämmtlicbe Glieder, von 
^ .^ 9 ^'^ X ss^lf, so erhält man , mit Zuziehung der eben gewp^oeiien 
Gleichung (3.), die folgende: 

. JlogT(x-^p)dx ==ri"'y'log(«+r)rfa? + i^Iog2sri' 

Es ist aber 

y log(«+r)rf« =: («:-^r){log(«-fir)**i.||4»!eiBi4i.> 
ftiftglicV ancb 



r. 
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y'log(x + r)</x =s (i + r){Iog(l + r)-l}~r{log.r-^l}, 



wodurch die vorige Gleichung in folgende flbergehl: 



= ^Iog2T+2 {(l+r)log(l + r) — (l + r)}— S {riogr— r}. 

Erwägt man, dafs der Ausdruck rlogr—r för r-rsO in Null übergebt, 
so kann der letzteren Gleichung auch- folgende Form gegeben werden: ' 

f logT(x + p)dx = |log2T+'2(rlogr-^r}— '^{rlogf— r}, 

aus welcher endlich folgende neue Integralbestimmung gefolgert wird: 

4. y^'\ogT(^x+p)dx = iIog2;r+/>log/>— ;?; 



welche Gleichung, wie alle vorhergehenden, für ganze und positive Werthe 
von p besteht. 

Wir schicken uns nunmehr an, die Erörterung des Gegenstandes 
vorliegender Abhandlung vorzunehmen und gehen dabei gleichfalls von dem 
Theoreme in der Gleichung (III.) aus. 

Wird in dieser Gleichung assl angenommen, so hat mau 

r(») - r(i+l)r(i + |-)r(i + -i) .... r(n-^)n-K2T)'^". 

Multiplicirt man diese Gleichung mit n und berücksichtiget die Gleichung (IL), 
so hat man auch 

r(i+w) = nv(2ii;r)r(i+l)r(i + -^) .... ^(l + '*~*)(2T)"*^ 

weiches, iogarithmisch aufgelöset und hernach auf beiden Seiten durch n 
didividirt, auf folgende GieichuBg führt: 

n "* »"V"(2m«) 

= ^{iogr(n-l)+iogr(i+|)+iogr(n-|)+....+iogr(i+^=l)} 

-|l0g.>T. 

Die Gleichuugen (1.) und (2.) filhrea auf 

"S;: . iogra)»o und iogr(2)=«a- 

--■' ^ ^^v^röcksicbUi^ mau diese ErgefciiuMe nnd ersetet in deir ao eb6ii gewoiiDeneu 
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Gleichung, reohta vom Gleiehheilszeiohen , — durch r, «o bat maii 

1 log 1(1+^''^ 

t^{ilogr(l) + Iogr(l + r) + logr(t+2€)+.... + logr(2~r) + iIogr(2)} 

— ilog2a". 
Bevor wir zu dem allgeihehieii Pall, wo n eiue beliebige ganze 
Zahl bedeutet, ubergeheu, heben wir deu besondereu Fall heraus, wenn h 
eine uueudlich-grofs werdende positive Zahl vorstellt. 

Da in diesem Falle, wegen rs=— , die Grö&e v unendlich -klein 

werdend ist, so hat man, wenn die unendlich -grob werdende Zahl n durch 
k vorgestellt wird, die deichung 

T »«S F^ =/'logr(H-Wrf*-llog2^. 

Wird in der Gleichung (4.) voriger Nummer p s^l angenommen, so 
hat mau 

f'logT{l + x)dx — — l + |log2T, 

wodurch die vorhergehende Gleichung auf 
führt, aus welcher 

r(i+*) ^ ^i 

k^V(2knj ^ 
folgt, wo e die Grundzahl der natürlichen Logarithmen vorstellt. 
Nimmt man nun die Gleichung (2.) zii Hülfe, so hat man 

t.2.3.4.5 .... Ä ÄÄ*/(2*T)«-*; 

welche Gleichheit für unendlich -grofs werdende und für ganze Werthe 
von ü: Bestand hat. Stellt aber k eine endliche Zahl vor, 'so gii^t die 
Gleichheil nur augenähert den Werth der Fkctörenfotge zur Linken; wie 
solches aus dem Verfolge dieser Untersuchungen hervorgehen wird. 



t I I 



Zur Umformung des allgemeinen Falles in der vorigen Nummer nehme 
ich einen Salz zu Hülfe, den ich iq meirtel' Qiffereuti«!^ uq4. ititiBgftilredi4 
nung Nr. 233. begründet MH.kiutt^jder foigendei^Vfwif^^o lautet. Wenn 
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(Pi(ar), ^(a?), (Pi(9), ..♦• <Pim-i(*)» <P,m(«) 'dw eacoessiveii DiffBrentUl^ 
qoMieDten diwer fSinctioa (P(x) nadi » foedeotöo aiid der 3mte Oiffereu*' 
tialqaotient dieser Putodion, qämlicli (P,»«{ir)v'far alte Werthe von xssa 
xaxb Wertfae mit densetfoeo Zeichen bat ,- »o besitebl' die Oleicbang- 



(A.) f'(p(x)dx 



= »{i<P(a)+(f)(«+t>)+<P(a+2»)+....+ (p(«4.(«— l)»)+^ip(ft)} 

— F,[(p,(*)-<P»(«)lr' + FJ(p,(*)-(P,(a)]p* 
-ro[<P5(*)— <Pf(«)]t/'+ , . . . 

_ ••i.j. 

mit. einer Genauigkeit, dafs der möglicfae ITehler, weuu inaa den Aufdruck 
zur Rechten statt des zur Linken, und umgekehrt, setzt, , numerisch kleiner 
a^ dasr letzte Glied dieser Gleichung" ist: 

Hier stellt v eine %ahl vor, die der Gleichung 

i — a SS nr 
entspricht, wo n eine ganze uud positive Zahl. ist. Alsdann hat man 

Y - ^' |i+ ' + ^ r '^ + \ 

"" — (2n)^'' \ ' 2^'* ' S^»" ^ 4^'' ^ ••••/» 

■ » . . 

oder auch- folgende ta^ecursionsgleicbimgen ^or -Bestimmung von F,, F«, 

V 

-* 6 • ••• • 

2 



VT 



1.2.3 ' 









1,2.3 *^:~ le2.3>4^ö' 
^'^^ ~ 17273 ^-» + i.2.3;4.6 ^*^ iTSTJIiTSTO ^^ 

. '.Ulli ua» diesen Sat«va«f vdev voriiegeiiden «Ngenmnen Fäll i 
wenden, haben wir zuerst zu untersucheity* #ft die SVioctlon Ton ^ 

für alle Werthe von or s= bis or = 1 continuirlich «sei flmd ob ä^r^Jmit 
Difierentialquotient derselben iTiiBeliop -fiBr dieselben Werthe von x keine 
Aenderung des Zeichenzustandes erleide. Was das Erste betriflfl, weise 
fefa Möfisi auf die Scbrifteh nin, did^^von 4br' Pmicttön r(a) liandelii; un- 
tti^'^Mdem dtire ichf nieütie DiflbH^tfäl- tind Integralrechnung No. 2 IS, 
wo die Convergenz der Function T(a) för alle jkositiven Werthe von % 



.V 
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dargetlian ist, woraoi sofort hervorgeht^ dab.die Foocdioo logr(l + ^ 
nicht uor vou or ss bis or s= 1 , sondern aoeh von xgsO bis x^ssz M,be- 
ständig einen endlichen Wertli bat ^ wo a jeden endlichen und positiven 
'Werth vorstellen kann. BetröflTend das Zweite, so steUeu wir znr Be* 
gründiiiig desselben die aufeinander, folgenden Diflereutialqaolienten der 
Function logr(l+a?) her. 

.Zu diesem Ende sei der KOrze wegen 

so hat mau, mit Zuziehung der Gleichung (L)V 

(P(x) = ;rlogA: + logl.2.3.4.5 .... A: 

— {log(l+ar) + log(2 + a?) + log(3 + a:)+.... + Iog(Ä+^^ 

Differentiirt man diese Gleichheit nach einander in Bezug auf x, so ergeben 
sich folgende Gleichheiten: 

^»(^) ~ { (1+*)» + (2+*)» + (3+*)» + •••• + (Jfc+^ 1 ' 

(Ozi^) == • — 1 • 2 { (l_^,). + ^a+x)» + (3+*)» +••.••: +v(3qili)5} ' : 

<P,«-i(a?) = 1.2.3....(2iii— 2){ ^^^^^,_, 4- (2^:^ + .... + (X+^5==i}, 

in welchen A eine unendlich -grofr.w.erdende, ganze positive Zahl vorstellt. 
Die letzte dieser Gleichheiten zeigt ganz deutlich, difs die Function 
(P2m(<^) f^f alle:;Weithe von arm.O bis orairat wo a ir||eod eine positive 
Zahl ist, bestandig positiv Ibfeibt«' :! ^ > : . vy. . . 

Dieses vorausgesetzt, sind wir den hier aufgeführten Satz auch iMif 
das bestimmte Itttegral ;..:■.. 



gen erhalt: 



bereefaligt. Da nun, w^nji die .eben. M^eüteUten WeHbe 
), ...< <P>«— 1(^} becAclMicbtiget werden^ folgeiide Glei«l 

j ■, |T • ■'■; '* ' ■'/•'■i'"'i ■•■». *■■" ".'. « 
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<P3(1)— (P,(0) = 1.2, ■ 
<P*(I)-<Ps(0)« l.*2'.3.4, " 






• • 



^2m.i(l)— <P2m.i(0) bis 1.2.3.4,5.6 .... (2m-^2), / 
M giebt die vorbin aofgefOhrte atlgeneine Gleichung (J.) feinde' Ijpdere: 

f'togT(i+a:)dx S9 

— Fjr^+l-2F4i^--1.2.3.4Föi^..;. + (— 1)'*1.2.3....(2w--2)r,>''', ^ 

für welche 



.? .. ^'J!!.^ .i 



4 

rn SS 1 oder r «= — 

n 



•' ■ .' 



gesetzt wurde, mil einer Genauigkeit ,. dafs die Gröfse des Fehlers, mit 
welchem sie bestehet, numerisch kleiner als das letzte Glied dieser Glei- 
* chung Ist. 

Nimmt man die Gleichung (4.) zu Hülfe, so hat man 

/"*Iogr(t+a?)i?^ = ilog2T— 1: 

^bber besteht folgende Gleichheit: 

r{ilogr(l) + logrCl+r) + Iogr(2+r)+....+logr(2—r)-i-ilogr(2)} 

s=ilog2a'— l+F,i)»—t. 2t;i>« +1.2.3. 4F,»«—... 
'■'' ■ ... + (— 1)"-'1.2.3....(2«— 2)ra«e'», 

mit derselben Genauigkeit. 

Wird dieses ErgebniCs mit der Gleichling in Nr. S, ^le den Werth von 

darstellt, verglichen, iso erhält maif, wenn v durch — ersetzt wird, die 
Endgleiobong ■ ■ ■•■•n"» :::'.'■• ,i?:»: . 

A ti 1^^ rq+n ) ^ I 1 ir 1.2 y _j_ 1.2.3.4 v vl.It^.6-6 tr 

•••• + (—*; • ;^-=i -«2m* 

Obwohl die Gliederreihe zur Bechten in dieser Gleichung, wenn sie 
in's Unendliche fortgesetzt wfirde, wie in der folgenden Nummer gazeigt 
vverden mU» zu den divergente»^ oder wadesten« sui den .iMgeMUinten 
schwankenden gezählt werden Aflfite, eigael a||l>«di dMnoeh, den 

CreUt's Journal f. d. M. Bd. XXy. Hell 2. SO 



% 



1^-. 



iSn« 



i 



• Ü' 



^ Ausdruck zur Linken angeuähert zu bestimm^Ki^uud 2}we$r aus dem Grunde, 
dafs man bei jedem Gliede, mit dem n^aq^die l^echnun^ abbricht, über die 
Beschaffenheit des möglichen Fehlers klare EinsiQjit bekoiQmt. Dieser Fehler 
ist nach dem Vorangeschickten jedesmal numerisch kleiner, als das letzte 
Glied, mit welchfjfn die Rechn^n^ schliefst. , t , i 

. .\,J?'Wrj^i^t^ oaei:,.%'Wt dw§elhW xpfwwyjtfi;, .wIpfre^ÄPWQluiett 
wird, wenn man die Gröfsen F^^ 7^, JTq. .K, ...• durch die Bernoulli- 
schen Zahlen ausdrückt, ist schon vor Laplacf, von Euler und Legendre 
ZU' d^iuj^plbfu i^ftcke mitgethellt. .Mfordetf ^ ^^UtH^ Mwait id|cdJe$e Sobrifl^ 
steller vorstehe, ,|iiiter)iefseu sie [sämm^icb, üt^dr die Beschaffenheit defs jedes- 
mal möglichen Fehlers etwas streng Begründetes milzutheilen. Jetst erst^ 
nachdem die Grenzen der Braucl)barkß|(; der Rei|)e festgestellt sind , kann 
dieselbe der Analysis zur, gelegentlichen Benutzung einverleibt werden. 

6. 

Wie aus^d^em SP ^be^;^gj9|[|ieil|ten hff?^Qf^^hJt},,Wfrd. txf^ix sich der 
Gleichung (5.) in voriger Nummer am vortheilhaftestefi bedienen, wenn man 
mit demjenigen Gliede äbbHcbt, welches ifir ein gdg^benes n den numerisch- 
kleinsten Werth hat. Zur Auflfindung die9e^,,i]ifw^isplirkldn9(^ 
S9wpl(l^ als auch uni darzuthun, da(s die R^ih^ iQ.(^>);^ ia's l|nend^idbej(!prtr^ 
gösetzt^ zu den scEwank^dea geb^t,^ w wir d^.q . QciQtienten zweier 

aufeiimuile^ Jolg^den Glieder dß£ B suchen, aus welchem wir genu-^ 
gendeh Aufsclilufs über die fraglichen zwei Puncte^ zieli^^A^we|j4^i^^. ^. 

i, ;§iq^*,iW^:!^«C.yffelnM»^«i*^Vß^i^^^ der 

j^ Reihe vor, d. h. das Glied, vf^^^^itmufV^^ hat, so findet man 

oder auch, wenn die in der vorign Numpier für Y^r festgestellt iGMeluMg - 
beruckflficht^gfit.^ird,^ ^ '» . i , ^ _ ^ -^» ^ .tu^^ 

WO 

ist: i^iMm^M <61^ >; Sii^^x »ko ^Imi* MWjinwini mttb dkf if*«eri(rcfheti 
WciPlhe Iwiotarbt «md(|i^ dieidßtigleMKbelt f^ It>' >:iiA- j.i . 
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^:^§ati^i^lMei^nifSthei^^ fui^^^e sehr kroß^ihl m 

SPS w^bec .folgte. 4^s dif'ßlie^err^ßi^Jn^^r^lei^^ ton.dbr üiini. 

■■;•,■•::. -, :-i-; • .• . ''i Ui: • •.•»jÄ"^%fr •:'"•>■'' ,üt!:>l UüIm!- b)"' -ji)'''' ••' 



le 
wenn 

mit aem i^ueae x 2.314 aiB'^fiFcDiitm^iiDDnciir. uais aoer ai^eitui 
nachdem m den Werth htt überschritteo, zuletzt wacnsenoe, ja sogar ohne 
Ende zunehmende Glieder ^ftheii- wird,v ^!^g^ j^Igbftifalls aus dem oben 

-J^^ um, SQ. m^^ gfgS» Af«i:P»^lj«'t|>.,po^yifffgirt|;fjQv|^ Akriodilsder 



zirtitft : Fl»ctoir ! ^^^^Jjl^^ «Mrtffflrt.iwenissfMti um eine ^MKcb^i GriiM^ 

die Einheit, sobald m um irgend eine n^hafte Gröfse, z\ ttl nm* um j^, aeif 
Werth von wt übersteigt, unJ 'i^irdT immer gröfser, je gröfser m wird. 
Alls V folge bmrv^K ergieMb)««^ f4oriiBfc)«lier filicUtigkeit Uis^^ery^twigm^^e^ 
hauptung, dafs im vorliegenden Falle die Glieder^fdobftidii^i^iifiilDndci' 
wachsend und zuletzt mündlich -grofs werdendr.^.ic^ 'herausstellen. Nun 
gehören Reihen li^iV^^n^dndir-'^öi^'wM zu den 

divergenten, wenn diese unendlich -grofis werdende^ Glieder sämmHH^ |i&i^ 
denselben Zeichet) jb^aftet änd. 4-öeben^e»?'15ifeaeKpWber AbweAslun- 
gen der Zeichen ein, so werden die betreffenden Reihen sotlJttift iftfr 
schwankende zu erkl^^q^^^ini bis jnan atf^b^it^ Wege über ihre 

>^ .1 •! k ri t - -11. _i_ ünt tf^AJ» ^^ •■•■■irv* _ ^'' A I _• !-• >_x — ' f I 




Es dürrte sonach die vorli^g;gadg. JfteH^ J wen^; dieselbe in's Unendliche 
fortgesetzt gedacht wird, vor der tJfSÄ^ä^'nbc^ zu den schwankenden 0^^ 
unbestimmten gezählt werden. ^ (^v+iri , . . 

• # 

«0* 
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6. 

Zufolge des in der vorigeQ Nominer Mitgetheillen wird die Qlei" 
chüug (5.) bei numerischea Bestimmaogen als braachl)att<'isie6 berausstellen, 
wenn man m<^nn' anuimmt, and gm allertauglicbsten , wenn man für m 
diejenige ganze Zabl wählt, die nnmiltelbar an itT grenzt. Da man je* 
doch nie, oder do(^ nor höchst selteti, die Gliederzahl si^hr^ grbf« än^ 
nimmt, so erachten wir es fär einen wesentlichen Beitnig zur Theorie der 
in Rede stehenden Reihe, wenn wir aolker dem in Nr. 4. bereits Erwie- 
senen noch etwas Näheres über den Genauigkeitsgrad, mit weslob^m die 
Gleichung (6u) besteht, hier folgen lassen. 

L Wir betracbten die Gleichung ($»), wenn zur Rechten vom Gleich- 
heits^ichen nur zwei Glieder beibehalten werden. 

Man hat alsdann 

Der Fehler, den inan hier zu befahren luit, ist vorläufig dem Zeichen nach 

4 

unbekannt: der GriUbe nach aber ist er, nach Nr. 4, kleiner als — Fa* 

Stellt, mao unter a einen Bogen Tom Badioa 1 vor^ der folgenden Un- 
gleichheiten genQgt: 

0<a<T, 

so kann dieser Fehler durch —YzCoaa dargestellt werden und es besteht 
die fehlerfreie Gleichung 



oder auch 



oder endlicb 

Der Ausdrack sor Becbtea stellt för jeden Wertb voq a eine positive 
Gröfsevor: datier besteht die Ujijg^eiebbelt . .. > 



oder 






(^) '««;^^>~»- 



9^ .Rmukßj^i Näkernngtwpihe emer Fae^arielh für eine 0ei^ g^^ofee Zahl. 1$? 

,11«: Werdend der .GlfiieiMBg^.X die dm eratea ^^^ 
Gleiclüieitezeicben beibehalten, so gelangt maii durch ähnliche Betrachtungeii, 
wie im vorhergehenden Falle, .aaf die volUcommen richtige Gleichung 

log 4^t-s « -^n+ i Fa— ^.2r4(cosia)^5 

WO a dieselbe Bedeutung wie im vorhergehenden F^Ue hat 
Aus dieser Grleichung erhält man auch folgende: 

ans welcher, beachtend den Umstand, dafs 

4 

n — — 1 2 

eine positive Zahl vorstellt, sofort folgende Ungleichheit gezogen wird: 

oder auch 

(ß) log-^^it!!L<~ii + i-r2} 

wobei, wie vorhin, it^l toraos^esetzt wurde. 

IIL Die Gleichung (6.) bietet ferner auch folgende völlig richtige 
GieichuBg dar: 

1^^ r(l+w) -j * xr <*2v , 1.2,3.4 ^v/ i \2 

WO a dieselbe Bedeutung wie in den beiden vorangeschickten Fällen hat. 
Stellt man diese Gleichung wie folgt: 

1^^ r(l+w) 1 w^ 1.2^ , 1,2.3.4 xr/^ i \2 

« 
80 ergiebt sich, unter der Annahme, welche am Eingange dieser Numner 

flb^ die Grölse m aus Gleichung (3.) gemacht wurde, da nämlich alsdann 

der Ausdruck 

A "wr ^•2 -«^ 

einen positiven Werth hat, die Ungleichheit 

aus welcher 
gesBogen wird« , 
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, IV. LäGst man a. dieselbe BedeoCo^ wi0 bbbefy'M bfdtet die 
CäetohnDg (ö>) auch iaigeade dar: >. '^ ^i >u 

'°» »■V-(2ii«) , i 

« " «•"'.»* .,..;„• 

Äeudert man hier überatl die Zeicbeä, so hat man aäw , 

1„ , 1.2^ 1.2.3.4 -j, , t. 2. 3.4;5lÖ „^, , ,j 

Unter der Annahme, welche über tn bos Gleicbang (S.) im Eingänge dieser 
Nummer gemacht wurde, stelleu die"Gliedeq)aare 

n jj und — r -«V: 1 — ■* e 

positive Gröfseo vor: ako hat iban diei >ütig;läSchheit ^ 



H=';S^'>»-|n+Hr., 



oder auch "^ :'-''■-} v ■'. 

..,,j. ., ':.i: ■ j»"Vr^*"«i , .■ ;! .«inii? (.£>) ,.■■''■5^.. ."';: ."' 

In'ähnlicher Weise, wie die Dogleicblieileii (o.) aud (-K^i, b#.>fj^^t; 
mau auch die folgende: . t i . 

und derselbe Weg, der uns auf die -l^;ig||eich|}t;i(«n.^(^.) ^t^ jE^i)'r'Tührle, 
giebt auch noch folgende Ungleichheit:, P i 

■ r(t+») '-■ ■■■ 1 y;,_l-.2y :.. 1-.2.M4 :'.. ■ l.a..^9 .y<i XSi---8 y 

Fällft'man rn'-'diesCT^Wfeise fSrt^sb läfst^'^^^^ Lelreffeud' die 

,Gte!6hnng' (5'.)' ausfeilen ; Bricht man tri Ser Mähe zur RecMat der Glei-. 
chung (5.) mit irffend einem Gtietle,, das daf Factor !l~„ /tat, ab (tvobei 
jedoch iiothwendig m'^tiTC sein mvff)~sQ^ eriält man ein zu grofse» oder 
ein zu kleines Resultat (vertfti«A^.fi^^,^pni4ufltimdnitbriylMtk&^)ifje^ 
nachdem m eine ungerade pder eine gerade. .^iM vorstellt. 

Mit Hiiire dieses Satzes kaun "matri jedtfsM^h £^ und deutlich dea 
Genauigkeitsgrad in Bezug auf Gröfse uud Zeichen ermessen, mi^'aem dte' 
Gleichung (ö.) deb nQnierricheit-il¥ertfa"dei4^|^i|plM'zurv£iiiken darstellt, 
wenn man mit dem ersten, zweiten, dritten oder irgend einem Glleä^ Ae'fKMiN^''^ 



« 

9. Raaie, Näkerungsum'Hk^ "eher Fäetoriette fär eine stht* yrofie 2SahL 1 59 
iiniig abbricht. So zeigen uns z. B. jjlfe Ungleidtheken (a.) und (0.), dafs 

ap^v)(V«!tÄ ^^^.M^iFV^k'^^'^^^^^ ""* ^"^ kleiner aUtr»+-^?2 
sei| .«ejlsl; mi^ hUo » fi^^pdlw^-^gr^fit werdend yorqw, «o» tiriieilett sofort 
die Richtigkeiii> der Gleichung ^ > 

log ,.>^T \ = . — n, 

woraus 

r(l-f w) = it"/(2n;r)i?-" 
folgt ; welches Ergebnib mit dem in Nr. 3. übereinstimmt. 

7. 



Aus der Gleicliung (6.) üebl man 

' : r(i4-i») : 









• . • 



Diese Gleiöhung i^ird das bidgllöti-gefiianeste Resultate wenn indie- 

jeirige gan^e^ Sfchl^ rd^telTt, die k]fe!ner als rnTT iist, aber ü^uuächst an mTT liegt. 
Berücksichtigt man ferner das in der vorhergeI]|^n4.en Nummer Begrün- 
dete l'beorem,' oder die dort gdwoidnenen Üngleichlieiten (a,), (ß.), (7O, 
so kann mab' dem ZähleuHirbrthe VOnf (1 + ^) oder der FäctdrenlTolge 

die durch folgende Ungleichheiten bezeichneten Grenzen anweisen: 
r(l+n)>nV(2n^)e-% 



« • 






±T —T 






r(l'+n)>ÄV(2«5r)r"«" '«""• *« »• *f "' • 

u. s. wi'-' "' ■ * -"^ \ .. ••' -■ • 

Alle diese Ergebnisse sind nor für ganze positive Werthe , ypn 11 
abgeleitet und daher nur für solpb^ Wertbe als begründet anzusehen. Höchst 
wahrscheinKöh besteben dieselben^ aber auch für gebrochene ^und demsach 
auch für incommensurable Wertjb^ you it. S(4dies> mit mtfthematbcher Stoenge. 
zu begründen, ist mir jedoch bis jetzt nicht gelungen« \ 

Zürich im Apriri840. ' *" ^ 
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lieber die ^ummation der ohne Ende fortlaofendien 
harmonisch- periodischen Reihen ond übdr die Reduc- 

tion des Integrals y ^(sinaa?, cosJa?)^. 



(Vom Herrn Profewor Raabe in Zürich.) 

(Fortsetzung der Abhandlung Nr. 2. im 23fiten Bande Heft 2.) 



11. 

Wie in Nr. 7. dieser Abbandlang bemerkt worden ist,, sind zwei Wege 
offen, den mit dem doppelten Sumtnenzeichen Tersebenen Ansdrack in der 
Gleicbung (5*) daselbst umzuformen« Eine dieser Umformungen ist in dersel- 
ben Nummer torgenommen und das Ergebnifs in den darauf folgenden Num- 
mern zur Anwendung gebracht worden; mit ^er z weKep Umformung besagter 
Gleichung werden wir in den vorliegenden Blattern diesen (||pgenstand für * 
einstweilen beschlieCsen. 

Heben wir in der citirten Gleichung den auf k bezöglichen , (Sum- 
faervor, so haben wir zunächst den Summen -Ausdruck 



— S cos-r — ^loffSin-K— , 

nach der in Nr. 6. festgestellten Annahme 

/ICD SÄ 2r5r 
in ein bestimmtes Integral zu verwandelor. Ersetist man atisN) }* durch -^, so 
hat man 

— S cos —— log sin -5-- s» -— S cos — — log sin ^-- , 

und da hier oü eine unendlich -klein werdende Gröfse repräsentirt, so hat man 
— 2 cos log sin fr- = — / cos — log sm -r— dw. 

p i-i p ^ 2p rnj. r ^ 4r ' 

oder auch 

Es ist aber ferner, da n ein^ ganze ZaM vürstelit, 

. » • ' ■ .1 .... ■ 

I COS n X log sin ~ dx r^ / cos nx log sin \x dx -W cos nx log QO%\x dx 



2 cos log 8in ^— sa J. . ,cos n or log sin \;X dx. 



j rf 



s 



TV 



ä 

atid-' '■ '• •.'•'""' '^•■'' ' f" cos Hie dilif*Ua'^^ \!;i;j;r.7iio:> :.;,;i :..\!i^-/-: 
-*ft^r, * -fft^,;{^J^„ .; •. ;!• . ^.^^ .,^^ ^.^,, fhjtanins'nö«' ■■ >:? itit^r 

Wird dieses Ergebnils in die allgemeiiie Gleichon^ (6.) Nr. '?•''' geset^ , so 

^ (sin nj?^ COS 6 07)—^ s== ^ / ^(8ioara7;Cos6rx)jedtengv^0!3te 



•■■-.IV ..0.-1 



^—2 I /^eosn«:ilog|^^'ir^^|^(siBnae4 

welche unler den gleichen Beschränkungen wie die 61eite|^((i.y«^lid Mit 
Das bestiuimte Jtilegral. i» £We|^ (Spedar.s^ Rechlen in dieser 
Gleichung, nämlich 



„ Ir::« 



f'!tOH n X log sin 1 x äx, 
— 7^ dar, weW^n eine endHcW Gröiire 



>ui. t. \ ^>f 



bietet den Werth — ^ dar, wekn^^n eine endHchä Grötire bleibt. Da 

jedoch im yorliegenien\M,^%f9^iUi MMkÜa^ 
diese GröCse n alich* fapßndlich-giofs werdende Wertbe vorstellt, und in 
diesem Zustander fibej; .das bestt^jp/b^tiamil^^ des allgemei- 

nen Factors (P(siBliaod, cos n 6 et)) desselben, der dieselbe Zahl n umfafst, 
nicht entschieden werden kann, soolMliltblWJr ^ilPrlMM 
fallen, ohne jedoch auf die ^n Eingange undin Nr. 7. angedeutete Trans- 
formation zu verzichien} wie solcB^ «^ Ailgan«)^ Paragraphen wird 
entnommen werden. ' ■ , j * ' 

^ ,,, :* fiair. uibi' 

i('\r *■ I ... 

ihrer Convergenz, nnd RediiCH9(i/äM bestimniteii Integrals / ip{tinaXf eotbx) — auf 
anderes, welches dük giyUer^tU>iäfiry«aU'iW^^ JtlW^ttl^M'hit^'' 



«m 



In Nr. 3., Gleichung (S.) haben wir :Jifogiodli ohi; , i*: ^i Miu): 
als Summenwerth der vb^monisch * periodischen Reihe an der äufsersten 

Crelle's ioarntl f. d. M. Bd. XXV. Heft 2. t f 
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Grenze ihrer Convergenz geruadeQi, iiad, wli^ daselbst festgesteltt wird^ 
wird dieser Summenwerth fär y uar daon ein endliche» Resultat geben, 
wenn die Coefficienten Oiy a^ a^^ .... Op der in 1« aol^gesfellten BedfiH 
gnngsgleicbitog^ äms^jj^a Nonmey eatspreoben» . ans Weleher. folgende Glei- 
chung gezogen wird: , . 

öp = «2— Hj^ — a^ — Oi — n« • • • • — wp-i» " 
Vermöge dieser Gleichung geht die yx darstelleiide i&tioWTOiig nubmehr in 
folgende über: ' -n«.-,'.-; ü- Vi 



. '<:» \\ 






oder auch kif folgende:;,);) .,{, „ .. 
Es ist aber 









daher ba^ man (|r. J^y» ißIfWfibltn« (^ft-X^J^^Sl^O; : 






.-.,T-.= 



• 1 






(t) 

oder auch in 



U' 



. V a * 






oder eodlicb^ W%(?« 4^K^iMiW»nSfltf«!chm»g (1.), *> ,, ^ ,,, 
giebt, in folgende flbeigeht: il^ ii^ur.« < ^ ^ .'.i^i'x-i ,.i: .«/ .^ 

& yi es»- -^ — 2r Oft — /TT • ,N 



• ' ■!. 



Diese Gleichoogi die, wie die Gleichong (3.^ iii;Nvi4:^ dibbarmodiBCfa^-pCK 
riodi«cbe ^eVbfi mä^^^pr Sait^nte^^ samniirt, föjirt, 

durcti Verglcäkdiittig mit dieiser, eioerseits' ättfleinige liidbon von €fmi^ mitge- 
theilteu Sammatioueo üäü änätetmih9\fA'f(in&TM^ 
welcher in ^er vorigea Nammer Erwaboung gesehah. ' ) , ; 

Vergleicht man die in Gleichung (3.) Nr. 4. aufgestellte Bestimmup^s- 
gleichung für yi mit der Ausgangs voriger Nammer aufgestellten und iS|eht 
dkm die^GläicIiQug (4») 4ersqlbfenr Stniippf j{leic^i$Uj|(ii in B^ifachi^ so steilen 
sich folgende zwei Gleichungen heraus: . ; - 



' '■. 



2a,-7^ = 2/iaplog2-i^ Z «„ cotang ? + 2¥ s" o, cos ±^ log sin JJ und 

in welchen die nicht unendlich - grob werdAodeii^Tröfsen Hi, «29 ^9 •••• iip^ 
aufser dafis sie der Bedinguugsgleichung 

' «i + Ä2 + a, + ii» + .,..+ ap = 
einGeqöge tiMm passen, ginzli^li. willkürlich sind. Werden dijBMBi nach diii'aüf 
n bezugliclien Summatiotteu diesef' iGrleichungen BQ%elöset und wird ßp dwch 

— ai — Ol — «3 — a« — .... — ap_i 

ersetzt', so Werfleii vermöge der''nuiinie1rri^e«il^'*Vt^)Ktfrli<^tlBtt ^v'^vb^n 
^19 ^29 ^3 9 •••• ^p-1 di^ ^u demselben Zeiger von'a gehörenden Theiie in 
jeder der besagten zwei Gleichungen einafider gleich '^z.li'setj^ s6in; ubd 
wenn diese Gleichsetzung mit den zu ä^ (wo m^l und </i — 1 istj 

flfimßtm^.W^tf^l^^ «Oni§«g;a^||»ti4i0i|>,fio^ 

Gleichungen: . ;.,. ».*); »/.i;l : 

fl» ' 
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i0« >'Rni»U€>iy>^SmmtiuHmi^ shmti^^Ueh^periettUckgr MeiheH. 



:l 



'\'f^ -:::;> . *i»Ui' 



.} 



(a.) :£ ^ogsift^ = ipg.9^ ö"d 2 Ipgc08^ j# »og^i: 



.^ , 



-^TfY = ~ log 4/1 — iTCC^ig 1- 2 2 COS — ;^— logsiii — und 



\TJ 



j,/m\ r(i) -^-f- 2--^t 

;V|ir/ : f • iH (>]!If?.J ■. ■J- : ' -i^ (.4;) JJim 






<j). 



2c 



Darch Addition diQser GJ^icbaugeu erhält man ferner 



'.(t) 






rC^'l 



^ F?7r= — log*;» — i^ cotang -— + S cos 



I • 



log sin it^ cos 



\p^ I- ■ . ^..^ \, ,^ 

.OKieir;«Ach, daf-'Matt ^geft der pjbeiV'fMtg^tcAtett Beschäflibiiheit von m 
Gleichung v 

bat, folgende Gleichung: i!» :.>^- 






n». 






.''.' *tj^ »ti'" • 



— :7S?T- ^ ^ =f -n*ög2/i - i^.cotang — + 2 cos ^^^^^ log sin ^ . 



"^j) 



•\ — 



'.\ 



»■ . ■ 1 



. j. 



:; .: - ::.!■. .....l-..,, .^uffr ~9t^.?72 156^49 ..,, , . ;, .., ., 

uiiA di0^Aiii!ifMgb'^i4^jNttoittbr kilg^eii(«(«u Snimattoiieiif WoMilt»' dttkA 
folgende Gleichangeu dargestellt: j: i;:iiiii!ri >:i' 

( ^P^ 



(9.) 



Ist 



^te^^»«^' 



^T?/» 






1$ 
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i.'i' : ; ^1 .:'■: . '^r -. .': * 'l'»i;\) ii » Y^\ 






f- • ' *' r.i-»-i 



die, wie aas defreo« Dedoctiott erbeUdt, -fir aH0^ diejea^en gaözen uud positi- 
veu Werthe todm ond p Bestand hAbeOf vrelcbe den Badiuguogen 

m^l pod w^Pjr-X 
genugthuii. Von diesen Gleichangen / namentlich von den ersteren, werden 
wir in der fo^eqcjen Nonimer Crebraach maph^n^ nm die Ausgangs voriger 
Nummer angedeutete UmTormmig %n bewerksteltigen. 

- ■ I ■ V •■ 

^ Die Gleichung (5.) kann auch wie folgt gestellt werden: 
^(sinn^^cosöj?) = :}^ / (p(siniirx^cos6rx)cotang^ara^ 

2 { S CO« logsin;^}a, a» 2 cosSftTlogsinäT • 

;» ..=p» > 1=1 I» \*f 2p) " ;» '^ Ja* * 2;» 

Werden nun die erste der Gleiebthigea in (o^) und die erste der Gleichun- 
gen in (9.) voriger Nummer berücksichtiget, so geht diese Gleichung in 
f(^lgende Ober: -r "^ 

/ (P(siniix, cosftx)— ^ 



( 

= i / ^(sin w^y COS ^a?)cotangi^i2:r S {l;r cotang — |^ 



'M^ 



r 



© 



a. 



— — (log4/i— c) S n,_ o^iog— ^^, 



und wegen £' n^ » ~€ip auch in fo^eade? 




» ^ 



»*.■■■ . . ■ • 



fPipmagCj cosbx) — 




(p(sinar 07^ cos^ro?) cotang ^xäx — — 2 fl« colang — ^ 

tt I * # ■ . i ' w=:l , f. 

Ersetzt man nun, wie in Nr« 6. festgestellt ward, 

On durch (P(sinnaai,C08n&C(a) und pca durch 2r^, 
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und bedenkt 9 dafe die obige Gleichong nar in so fern Bestand bat, als 
säinmtliche in Nr. 7. feät^mtelüe Bedifigmigeii ^dtreffw, unter denen ancii 
eine (die in r)}' folgende ist: 

0p s: ^{mu.apWi%dBkß^).^ .^(sili 3 arir» 0^2 6rir) im ü, 

so gellt die «ttietsit auf^enteihtf Gletcbong' ki folgende obiert 






;r 



I /'Ip (sifl «/•*, cos fcrarycotÄii^'lariW^Vz^'^ naüi feite »Ä») cofang ^ 



• -I«' •*. ••f-l l»f 

welche mit folgender gleichbedeutend ist : 



Ti^^t" s ©(glnnaw,C08n*w) * ^''" 

■ iv2r^/ 



■ « i - ■ ■ -■ -■;». Wi' 






1 /»' 



j^/ ^(sinarx^ co9brx)Qotki\g^äx—'-^J 4X^ina:r,cos&^}cotan|[^4a!r 

' ••*■■•■'. • " /« ■ ~ ■ ■ if :.■... l " 



'•■?;,. t ■ .»..•.'< -i. 



— - — / (p (sin axy cosox) — ■ • ' ■ ■■! >■ mx^ 



V2r«/ 
oder eudiich init folgender: 

la /*<P(8in axy cos J<r)— «= — A /^(^QAtkarw, coahrx) ^*\ dx, 

die, wie die Gleicbvng (S) Nr. 7«, unter » den daselbst aufgeslellten vier 
Bedingungen n), 6), c) und #) Bestand bat, and die veir, {wso«' on» 
nicht darum zn tbuu gewesen wäre , aucb die Sammenglächung in (9.) 
voriger Nummer abzuleiten, aücb iinriiittenbar aus der Gleichung (8.) Nr. lt. 
hallen foleern können. . . v 

Wird ferner das bestimmte Integral im Ausdrucke rar Rechten die- 
ser Gleichung in eine Suihme zweier, das eine von bis t, das andere von 
r bis 2;sr aufgetöset md^dann in letzteres x statt 2t<~x gesetzt, so stellt 
sich folgende Gleichohg heraus: 
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'. du 



<&. 



" • \2itJ 

T,(t---) 
— 4- f'(b(—Knttrx,eoBhrx)^ — -^ dx, 

die, beachtend die Gleicbbeit (Ir.lV. Nr. Ml. Gl. (t.)), neulich 

welche für alle iwiacben »nd l Mlende Wertke von a BesUnd hat, nu4 
ans welcher 

^-^T^ = -"«-*" 
folgt, in folgende übergeht: 

r.(^) 
_ J. J''[(p{Aaarx,<lMirx)+^(,—<iaatx,mabrx)) y " ix, 

die auter denselben Beschränkungen und Bedingungen, wie die obige 
Gleichung (la), Bestand hat. , ., 

18. 

Um auch von den Gleichungen der vorigen Nnnmer einige Anwen- 
dnngen miliutheilen , legen wir uns das bestimmte Integral 

welches wir bereits i« Nr. 8. piitHnir«. der »|lgeBeinenlJnformng%le;cl|uug 
(t.) bestimmt haUn, noch einmal vor. 

Da nach der eben cilirteu Nummer aaitimtliche iu Nr. 13. zusammen- 
gestellten Bedingungen iu dem vorliegouden falle realisirt werden , ^ ha- 
ben wir nach Gleiebnng (10'.), da gogenwinig 

^Cshiara.cosJrjr) + ^(_«in«r»,«m»f e) i= ein «»+• + (— »In»)**' ^ " 
it^, ri)lgem||> Bwiaugwngvileichiuici 

/■"sin«''*'— = ^ /'sin*W«olangl«<li, '■ '" 
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aus der man, wenn das bestimmte Integral zur Rechten wie in Nr. 8. be- 
handelt wird, auf. 4i^ daselbst iMfgest^IU^e BestimmiingsgleiGhung 

geführt wird. v • 

1«. Vr- 

Auch folgendes bestimmte Integral: 

•/ y(l— e* cosjr*) * X . 

entspricht sämmtlichen in Nr^S; zusammencestellten Anforderungen: daher 
hat man, 'wenn ' dasselbe haic)i^^er'ali^6mem6^ 6teichung(tÖ'.) umsfeform^t 
wird, folgende Gleichung: 

J y(l — 0*0080:*) x ^J y(l — c*cosjr*) ®* ' 

oder auch 

y v(l— c*co8x*) jr V y K (1— c»co«jr*) ' 

• 

oder endlicb ^ i 

y V(l— fcHcosx*)* jr *y V"(l— e*co»jr»)*** V V"(l— e* cosjr«) 

Nun ist. ; : r, . nt*^-.!!;;;:! {••M Un«> n'r»^- •■•i »:-:-it^ ; ••f;l^»'i:!,:' -r.»]':!. 

r_^_S^i£ </a?Vo und /*"-,. '^•^ .l«.i Li.-..; /* ?{;<?» #».w;- S 

y \^(l— c'cosa-*) y K(l— c*eo8x») / \^( 1 — c» cos .r* ) ' 

daher hat man auch 

die auch mit folgender Gleicbong gleichbedeutend ist: 

VÄ) y y"(l_c*co8!r») • JF ■" y Vll— c»sin^») * 

--. . to/ !»;ii!iii» !!'K)H . iiau«»i >mi:ii,i'i!ti ).«») 

een gefanrt: 

. X V" »iii2*__ rfj^iil "Äf"/?»*« **x-(-<'0 :?!/»ib«M\* ''^•'l' ''^^^^ 

iD 'Welchen, wie auch in der voraosgeiilllMtfi^lil^illMuOdfittailb^^JKlHbni^ 
Tisch kleiner «!h,%|ii»b{|t.Mk„i;\ ^ = »^r '^v ,^„ig\ 
Zürich, im Fetraar 184«. « ' ' ^ 



O 




Mh 
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Ableitung der Beih« fW a^esinx, mit Zuziehung der 
GrenzgleichuD^en lim. sin x » und lim. cos x = 0, 
wo die Grenzzeichen auf das unbestimmte unendliche 

Wacfalien von x Bezug haben. 

(Vom Hetni Professor Raabe in Ziürich.) 

• 

Im zweiten Baude meiner Differeniial- und Inlegralrechunqg Befindet fich 

in Nr. 481 (die erste der Gleichungen (11.)) folgen4f Integralgleichung: 

/^"t /l+öco»Jr\ (Is _^ ^ . 
logl-r^- )r^ — =^ ^arcsina, 

die ffir alle re^Uen W^the ^oni a, welche die Einheit nicht äbertreffen, iden* 
lisch besteht. BUtelst dieser Gleichheit gelangt man le||Ait auf folgende: 

uud »B» dieser eadliq|»i4wQ)lil}fl>^^*g y<H) lO? ia. j»« aaf folgende: 

(1.) /*"!ög(i!fc£^4-^^"^'rarcriua, 

^ ! J ®M — acosMj:/ Gosnjr 

* • * 

die, wie die vorhergehende, für alle ganzen Zahlenwerthe von n besteht. 
Da der Ausdruck neos na: die Einheit nicht ubertrifll, so hat man 

log |+«<^Qg J^ = 2 (ö cos n a? + i laP (cos n a?)' + ^ a» (cos n xf + iu inf.} , 

\ "■" cos W Jt 

wodurch die Gleichheit (1.) in foljg^Qjde übergebt: 

/"*^{« + i^(cosna?)' + i«*(co»nj?/ + ....}rfa? = ^Tarcsina, 

oder auch in folgende: 

(8.) arc sina = -y { 2 ^^^ (cosnar)^} rfj:; 

wo das Summenzeichen für alle ganzen und positiven Werthe von p gilt. 
Versetzt man nun n in den Zustand des unendlichen Wachsens, so 
hat man, nach di^Jl^ersten der Gleichungen (IIIO» Ausgangs der Nr. 151. 4ps 
ersten Theiles meiner Differential- und Integralrechnung, 

l.m rnn,n^V/> — * (P + 1) »+2) (P+3)o,o.2/> 

hm. (COS nar)/> _ ^ 1.2.3. ...;i ' 
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welches mit Folgendem gleicbbedeatend ist: 

oder endlich mit FtflgOBttem: / f > lül « . :;i; h t 

, . 2.4. 6. 8. ...2;». 

Wird dieses Erge1)nirs iö die tGrleiöhiröit (Z.) emgefahrt, mo ergrebt sich: 



oder aucli 



2''S' 1.3.*,;..t?;&-#) «^''-* /•*''. 
arc sio a = — 2 — ^ a ^^ o — ^ • -?^ — n- I »^> 

od* endlich ^ » • 

arcsiiTa = 2 .04« g« ♦ on-ui ' 
. .. . -p:^ ^«4.0....^;». 1 .,,.fr*T* 

Löset man das Summenzeicben auf, iuhd bedenkf', dafsdef Aasdruck nach 

demSummeazeicböii' föi'^/^'ttbib iti iir ffbergdhf^-^b ^^iebt iSik di^ sUgemäin 
bekannte GleiDhbeH-'^ .■•■::;i i;;--.lr. ;■ •:!.•.: . • - i\. :• . .9. 

,1 «» :-,.l.i a».ri. 3.5 <«»„ 1.3.5.7 a* , 

arc8iu«== a+-.y+2:i.x+'2:4:r*-r+2:i^*T + -"'' 

wo die ohne Ende foMl«ttfted»' Adito"i«ttlU^rliaad fi^ alle Werthe irön a, 
die die Einheit nicbf übectrefi^ii', aja den converg^ntep gehört. 



Zfiricb im October 1842. 
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De integratiohe aeqq^tionijs differentialis partialis 

A —,A ^JEl A ^^1. • ' ' ' A ^^i 

desi^nantibus Ji^ Ay #;•• y„ functiones quaslibet va- 

riabilium xi^ X2^.f..l.Xnl.i lineares. 

I » 
(Auclore Dr. 0. Hesse Regionou) 

^ .1. . 



1» • 



V/onmeutatione duoey de idtegratibite aequatboia differenlialia « 

iuacripta, et hoc in diario Tom. 84. ab ill. Jaeobi edita, cootigit mihi, ut 
aeqaatioiiis difiereoUaiis i{>a(r(Mji8 . . >;;. . ul v> 

desiguanUbus ^i, A^.^.^A^ •••• Ji^ functiones variabilium x^^ ar,, ....ar^.! 
lineares bujusmodi:' 



1 . • ,1. 



A^ = A'>^i.+ -4/'Äi + .... + ^r"^^ T^i + A 



c*^) 



iutegrandae duas inetbodöa inveah'ein, alteram cum ea, qua usus est ill. 
Jacoti, fere eongraam , alteram aligaaDto diversam nee a regiilis aeqaatio- 
num diflereutialiam^ pilrtialium 4radtaiidarain traditis alieDam. Utrasque nie- 
thodos seqaentibas bril^|i^er expqnere mibi proposui. ^. , 

dt nur Mim {.£) </i)ßii;»rM; ^' '.^ijfir.v; «j-^j ' * .» 
Aequalionem ^kferfntialem (1^ I^^P^fif%^' ^nnm uiter yariabiles Xi, 
0^2, •••• ar„.|, quas cfl^^änfelt, iyjnmetnä nmit, in fbiuaih^ elegantiorem redi^ 
gere conreiML^i Hit 4»itBük» taintmmüBnw^ s;i^{Xt a^\ ^ Mii' 




~t 



172 /£• Hesse, de ühiegratione mquaHoHum differeni. pari. Im. 

iotegrale aliquod aeqaatioois differentialis (1.) propositae. Qua aequatioue 
integral! variabilis x^^ ut fanctio retiqpiaruin yariabiliam Xi....Xn^i iQde- 
pendentiam data est, secondam qua« differeutiaodo pf^deunt aequationes 



du ■ du öx^ ^ 

qiiaram ope aequatio ( 1 •) proposifa' abif in fiaiic ^yminelricatii: 



liitegrata igitur erit aequatio djffereuUKU^. ( 1/) aimulac^ solationem u^ 
f{xiX2 ••*• Xn^i) maxinie geuQralem aequatiqui (2.) aatisfocieotem iiiveiie- 
rimus. Solationem enim u invenfam aeqnando zero integrale aequationis 
differentialis (1.) obtineinuM. 






8. 

Ad aequationem (2.) bomogeneam reddendam ponanttts: 

7» y^ jn 

quo facto, cum sit n ^ f(Xi.X7 *••• x^i) = fO^j ^, .... ^^^^^), ha- 

bemns aequationes 

du ' du 

■ — ^« 3ti 



• .li?, • -. ■• • •.. •• ■■ »J 



• 



m • » •• 



quibas adjuvantibos aeqaatio (8.) mutatnr in 

deaignautibaa Bi.,.., Bp ....'Mn finnctioMB Jms lioeanb et bomo 



iStw 'H0$se, 49 integrmtUme oequatiMmm äifferm^pdkU Ibk 17^ 



• j •• i 



Qaaestio igitar proposita eo rellN, st fiinctUMies u variabiliam yty >*!*•... >*„ 
geniraloe reperiantDr, qnae .aeqQ«tiooi <8h) aatisfaciant, e qwbos h^iiiHt: for- 

niae y(^ .V..^^) Ainctio (JUgatiir, iki qua sabstHutidnibÜ« 

llKtfia cvanewat yariabU» yv neo restefe variabiliuui x'ißx2^'» •^'^i^^i ^fünetUh 
Quam euim fuuctioueiii »i aeqnaaiM sero aeqnatioiiiii pro(l9sitoe integrale 
babenios«. 

4; 

8ed itcet (ransrormare deqoatiot^iMf <3.) in simpliöidrem baiH^: 

• \ < ' 

vel baue in'illam, adbibitis sabstUationibiui bojasmodi: 
unde aeqaatioues uascanlor 



— /r^ ^" 4^ aJ^ "^ Ar 4.fl< 






•1 • • . . '■ . • 

hu _ , du . ,ty du . i-(»)_ö«_ 

SubstHaeiido eoim yalores g^, ^", .... ^ in aequatione (9.) et valores 

Fj, F,, .... F, in «eqaatione (5.) et comparando coöflicieDtes ipsi^ -w- in 

utraqae aeqoatiooe, oanciscimor: ' 

e qua aequationom systema emltor boc: ., ■'\:^.'.. 

• *■••'• •••'•• • • • • • • ♦ • '• • --.* 



m 



t74 *<*» .'Ußffi^y.d^^mtfiffriiitione a^qti^ ü 

et eiimiDaDdA^^4ul^a(^^ isi^^^^ 

ifti t ggilifMN ' eöiflpotiital'y qam • radibesi Xi^ ^^^ . ;> ; X;f idit«rmi4r> ^siipi^edil^ 
Quibus determii^itisf .e^ aeq^usUioutbi^ (9%) n^me^p« lyn Z^-^.^«. n IcM^^-y^ 
iiendo n systemata aeqijalionuDi seqaautur, e quarum soliiAoue faüönes tao- 
tum ipsarum'^ 11^'^ a^\ . .. ;-ii^)' re{terraiU^^ ^ Cüde elii6el il quantitates, 
exiraipli igratia OtV^f^ •« w ;i|{^% :ex;^juHbitrio sumi pänevqud^iwto reüqsa^ 

■ /-j '» 
■ ■ . . 6. • 

Uac; if^iiQ et ae^atfoin^ (^*> ist wiMlituljpolbu9 (60b 'Qoibus ilia 
traii$roroietur iu (3.)f determiualb, obseryo^/si per ^{c^^ c^^ • • • • c„^i) faDC* 
tioiiem quairtitübm C|, Cs, ••••c^ix arbUrariam deslgnainüs posito* 

*: ■ I ' • ' i 1 • . . I ■ . f ' ■ '1 * 11 

. .: --ti .1 ' .-. ; • I :.. ' iX- ■.'^ - • 'iv*.', • 'ii . M»» • > i .i • .V». I • 

' yJn • • • • •• yiu*. •■ V ;• y^*» 

n n * n 

solutioiies aequatiou^s (^5.). oiiin$fi farii{pia; caMiiii0r.i hact *9 

II = n (Cj Ca . . . . C^-i).^,. , ,.,;;..;,.,. ,: , 

e qua »ubslituei^dp valores pro K^, Y^i .... Y^ e (6.) iiitagrale fluit aequa- 
tioBis (30- Sed, ut adhibhi8 ac| H 8ttl>8(itutipDil)iis («.) et, ji4.) 11 = ti fiat 
integrale aequalionifl ( 8j); iiecesse e»i^ uteligalui: e diyersis^ fuiictiotiibus FI 

niaxioie generalis foruiae ^ ly^ » f^r >>,,' y^'j * Talis fi^nctio est:, 
designaqte /^^ functionent quamlibet qnantHktum d^ d^^ \.'.., d^^^^ quibus 

•* 4 111 

Undel deliiqab «eomttadjsudttfi jest^»l » A -!••... f :**^ A^- -h , ^ i^^ 

^^Aequationeiu: ••^'.« •.':*!i.i.> i. ?»:)>./< rr.Mo!)!;':;.-».-. .«urp 



u ^ .Tv 4^C4^ ^ii* • • ^ ^4t-2)-=«v,0 , 



,, sub$(itutioiiiba«v ( ll«^* j6.. .4<t Xf deUieep» . fadtis. [ Jo^ jiHfgfale aequationis 
,,diflerentiali8.(1«) propofijtae Qoniiplejum tcansire nihil, variabilium con- 
,,tineHS 4tef^i>*«^af^*-«'.,teii-^^.... > V -J- vr •. 



i2i .M^rte, demtegrathMoequatimm^iiffermt^^f^ iT5 

factis formam (P {^ , ^- , . . • • ~^^i ioduurit, aotatu* ^giiäe 'raiil Üa^^^pa^-^ 
ticulares: _ ^ , : .. l . .:. . L / 






a,-X,).(l.-i.).-.,(i.-A^) ,(i,r-ij(i»-i.)i...(i,-ii.^ 



• •• ■ ■ ■ ip., 

"•']•• — ^"'-^ •'■ i:. =-"■:• ■; • • •• • .'■ ■'^- ' ^ ' (i;L,Lr.V(itii'.'^'y.-v ? : ;.Vi;-;-^ ' ]t,j ' ' 

dwiiWHte I». WWflW» 1, 2,- ..,. {n— ,2).- ■ . / .. .• .,-.-. ^i.i;ui h .:.| ..>;:. 
ij xui ' T^Wf!^l9>4 ißBim jQomineiiioratis 9ab8lj(iitiai|i()Mfl Ju .{las^yiiiLnjetriQas: v 

e qoibus baiic soltaiiotietei ii = 1^ (ti^ u^ •••• ti^.]) ejusdöio proprielalis ge- 
iieralem conflare libeL . i 

,,Sj igitiir symnietricom aequatienls (1.) pro|[iositae integrale geuerale 
'"'"il^yde^lderatai*, tele ex aequatiooe i^(Uj^ t^ •••• 'u„i.2)'^ suDstitoiio- 

.•Tiibus (12. (Sil 4.ir deincepa faclisr "Dasei videmus.** 



- -^ «. ^^^:. /4~ ;• 



Addo alteram metbodum aequäticmisr (3.) Integra^dae: 

eajus integrale ^0^ ratioDe ab integfationa *«equa(ioBuin yiilgfiriffi||j|M99dKtrt 
2i)eteriiiinare.Jic9( dt Ua ot babemnnsv ... 

» * ■ • * 



r .■'. .« 



III. ^>^'**' 



y/ '=^ "l '. i. ... *,;ii;i!i)Or. i;/ 



• • • • • 



: :•/ 






"*>**-»'"•••••-*• ■ llF . '' 1 4y < «iä« 17 i ' i \l 



I < 



ubi brevitatis eaiiaa signa yo»y/rr'*-I*^ "^"r 4$^^*^* ^^"P^iÜW^fe 

Talibus afeqmtionibiis^ ^tAbrenüaUboa aatiäSert potest valoruin parti- 
eulariom sjrstemate boe: • • 



176 iA . Besse, de hiiegratione aeqnaiimuni differenU pati. Ibu 

qii09 «film A «tibstttoiii«9 iu aequationibu^ aütecedentÜN» aeqkationes nau- 
ciscimar ponditippiUes ; . 

IV. ) A/b, + iA''—Kb, + .... + A^:^K = 0, 



A,'b, + A/^b, + ....+Ai^^K = 0, 
quibus salisfieri potest. Qaautitates b^^ 6,, •••• bn eliminando eadem aequatio 

obtinetur, qoam antea desigoaviiiHis per {7=0, cujas radices sunt Ä.i....Ä.n. 
Jam patet bujas aeqaatioiiis caiqoe radier A^ »ystenia qöfödd^m cööfflciätttiotii 
h^\ *^, ...i *?^ respoiidere, e qiiibos unom ex.^; Iff ex arbitrio saniere 
lieet, quo reliqui determinantur. Habemus igitui: tot systemata valonMi par- 
tieularium ipsärnm y^ y2j •*•• Xn quot radices aequatfonis (7 ^ diversaci. 
Ex bis valoribuN aequatioues integrales eompletas boc modo eomponere 
licet: /y^ = 7i*i'^'' + 72W-* + .... + 7„i^;V'.S 

)y, = 7i*2V'' + 72V'^'( + ....-f 7«*$i"^^"% 

nconstantes 71, 7^9 ••••7» arbitraria«! couliuentes. Sed ba^ aeqiiatioues sMun- 
dum constantes arbitrarias solvere couyeuit, quo facfp naneiisiciiiiiir aequatione^s 
bujusfrtodi: /'ri a/ + y2a2'+ ./.. + ynci/ = yi^^'% 



» 



J«' 



qaae aeque ad aiitecedentibus äeqüatiooes 8aul iiit^rales aequälionum (Ill.)> 
Ad «üX^fBcieiMM d^ detörAiiiaiNloti , MefqoHtloiibb (ilf.) >p^ 'tt\|^|'ä^; .... it^> 
muUiplicemas, liade fadtff'«dd}li<H»e ivlMiiieniii^: '." '• '/-^ 

vel aequatioouDi antecedeulianf ope: : . 

vel i 

uude co6fBcientes aeqaalium v^iabiliain comparando boc fiait aequationiiin 
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qaod easdem praebet ratiooes ipsarum a^\ a^p\ ....ai^' ac aequatidlfe (8.) 
ipsaruDi a^P\ «w, .... «w. Quam dilrem pro aj etiam aj scribere licet. 
Denique eliminata < ^x.,aeqM^ionihM,^jCyW vniariui« aequalionnm (II.) 
aiRerentialium, integrales aequationes obtioeDtar hae: 

/ = 1 ; • ■ » • . ■ V . ' , • ; ' f ^ 

(y.«;+y.«;+ +y'n< f _ ?f , 

T • • , . • # • > • 

(r.<+y.«y+ + y:<^ '± »f 



(>'.«';'+r.4"'+....+r-«l."V" ' " ^' 



■ • - ^ 



— — _^___^__^_^ -_ c._,, 



ijode Wecandain''Vci^läin äoiaiii lofegr^Ie ^bittia^ (I.) prbpösUa^ com- 

qüod'jaoi'üriteW'reperiteoÄ.""-' •'=•"■' ■ •■ •'■-■' ' *• ' '■••''-;'•; •'''*';^ 

2Vo/a. Si proponuntor iotegrandae aeqoatiooei i:'>^h ,» )is ■': : 

>''•'•''■ ''"''ItegidiÄbofiU Id. Oötoli^.'rt^^ -■•' '"•=' •'■■ ' l-';!'- •'■■•■••••>v-.;b* 
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13. 

lieber Abelsche Integrale. 

(Vom Hm. Dr. Baedenhamp zu Hamm.) 



Jun 24s(en Baude dieses Jonnials hat Qr. jProfessor Jaeobi gezeigt, wie 
man za den vollständigen Integralen des Systems linearer Differential- 
gleichungen zwischen f> Varlabeia 



• # • • 

auf eiofache Weise gelaogea kann, mwoU wena 4y vom 2iitejDi9 als ^enii es 
vom 2n — Iten Grade ist Ich will hier seigeDy^^je man för einea speciellen 
Fall, nemlich für 3 Tariabeln und ^y vom 5teii Grade % aus den Differen- 
tialgleichungen .:;:,., , . , , k ■ 

n^y,} ^ mfy.i) ^ VUy^y, "' 

die beiden algebraischen vollständigen Integrale auch mit Hülfe geometri- 
scher Betrachtungen erhält. Es wird dann lejchtysein, diesen besonderen 
Fall auf nVariabeln und Sy vote i^T^tleir Grade auszudehnen. 

Wenn Hg, a,, o, die Qnaiiraieidflr haften iA>en;:eiiiefc;a;MÜ|geB»iBU 
lipsoids bedeuten, so ktait laaa b^kuB^iUeb dwch jeden Punct (a^^, ar,, a:^) 
im Räume 3 OberSäohen «ilfeiterfOrAiQug Jegeas. 4ie mit dem gegebenen 
Ellipsold couvocal sind und doFeft Ai^ daroh idie; Wurzeln der cubischen 

Gleichung : -• » ,-\ - ^ ', ,; 

«•• ••• ••• 

^bestimmt werden. ..Die ^e ditser,WuneIo liegt zwisebten — oo und n^, 
die zweite zwischen a^ und 113, die dritte zw,isobea.a2 und o,^ Bezeichnet 
man dieselben durch y^^ Xi^O^t 90 erhält .man aus der Gleichung (1.) 




ferner 
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• («1— «,)(«.— «i) ' 

;p« sss («t-yi)(at— y>)K— y») . 

• («»-«.)(«.— «t) ' 



^l I -gj I J? «. (yi--yi)(yi— y«) -^ 

(«.-yi>» ^ («.-y, )»■*"(». -y,>' "" (■,-yi)(«.^y.)(«.-y,) ""^^f^ 

« t) ^' I »"^ t ^' r= <yir*-tyi).(yi-y«). ■ >». 
/ * ^ t«. -y,)' ^ (ö. -y,)» ^ (o, -y.)* («i -y.) («, -y,) (a, -r,) ~" ^" 

^', I -ri • -gj __ (y«— yi)(y«— yi) 
(«i-ys)* ^ («. -y.)» ^ («.-y.)* («.-yJ(,«..-ry.)(»i-y.J ' 

Die drei ersten Gleichungen sagen, dafs die Coordinaten eines be- 
liebigen Punctes im Baame sich dorcb die Axeta der drei darch denselben. 
Panet gebenden convocaleu Oberflicben zweiter Ordnung ausdrücken lassen. 
Ich will nun die aus den Elementen der Geometrie bekannte Wahrheit: data 
dl« gerade Liuie zwischen zwei Puiicteu im Räume j^er kürzeste Weg sj^i, 
durch Bedingungsgleicbangeu, die die Variationsrecboung dafür aufstellt, 

ausdrücken. Aus den Gleichungen (2.) erlialt mau 

... •. • . ■ ' 

J^i «I — y» «I — yt «X — y» ' 

4 / _ 1A-?!» -= ^yi J^. ^y* I ^y» 



X, «1— y, «.— yt ö^— y. ' 

_ ^^^« — ^yi t ^y« j. ^ys 
•r, «»— yi ««— yi «»— y. ■ 

Hieraus ergiebt sich för das EMement dt einer Linie: 

Für die Bedingung, dafs der Weg zwischen zwei Pnncten im Rauape ein 
Minimum sei, mufs 

sein. Entwickelt mau diesen Ausdruck und setzt der Kürze wegen 

s<f gelangt man zu folgendes drei Relationen zwischen yi, y,) /j und 
ihren ersten und zweiten Differentialen: 

«3* 
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yi—y* yx—y* " 

yx—yi yt—y» . *' 

<dyt-\'v\By^ i «^ÖTi+^l^ = dv* 

wovon die dritte in den beiden ersten enthalten ist, da 

v\-\-v\ + v\ = 4. 
Dividirt man die erste dqroh «i — y., die zweite darcb a« — y, und die 
dritte durch Ui — y,, addirt und integrirt, so erhält man 

*i »i—yi : «1— ri ' «i—y* 

Auf gleiche Weise ist auch 

wo Ci, «2) «'s Cpnstapten sind, die der Bedingung i^^ 4'C*-{' ^« =^ ^ i>^ 
nögeo müssen.. Ans '^|^en Gleichungen erhält man, wenn die erste mit 

- — ■ — , die zweite mit * — < die dritte mit - — *■ — . muUiplicirt und ad- 

dirt wird n. 8. w., folgende 3 Gleichungen : 

-^' c* e* c* • 

* . «»— ri «f— ri «s— ri 
f >' i>* f>* 

v\ 0, = —^ 1 ^s — H ^?— . 

* . .: «»-y. .ff^-ri «»-.Trr,» .. ..... 

Setzt mau der Kürze wegen . , . 



— i- = ' * — , JYi — YiJLi u. s. w., 

so kann man aus den vorhergehenden Gleichungen ;f<^lgeude lineare Dif- 
ferentialgleichungen erster Ordnung bHden: 

By\ ' \ ^7% 'i By* i- rt > 
y?a>. , jg^r, , ypA _: g/ • ' 



Um non die voUsCandigen lategMleDdiesdr ßiaiefaiiogeiizv findeoylMiirkß 
ich, daf» die^Sleicbongen (3.X vi yerbindoiig.niit (S.)» jii folgende äberg^ea: 



7. 









Nun sind -^, -^-t — ^J- ni«btS">Bndurcs''als cKe' Determinanten der 

Gefadenv^die die Ponct» v«(Mi)md^V/'^)*ol'^'^^<Ac^^'^^^ ^'°'^ 

gefanden werden sollte^; lileMttieA «M^ ()il6(el» VsoMMtint.- ' Bewetidho«« wir <9ie' 
darcb:.Ci^;.C^,.€^j,''se< mild' 41« '^rlel^nfg^n ''''-'>'' •''' '"•■*' ^-ni-i ■.'-•"vj 

die vollständigen Integrale .der Differentialgleichungen (6.), die sich aaf.%Mi;ei: 

reduciren, da C^HfQ't^^ =^1. 

Ich habe die vorhergehenden Sfttze in extenso mitgelbeilt und ihnen * 
e^e i^wisse Sjnmetrie gege|)en, am sie anmittelbar auf eine if^iebice 
Zahl von Variabeln aosdehnei zw^oüti^u., Mai^ xlNrsiebt^^iKtfh /difeei^en 
Bletrachtaügeii t < daßr allgemeii) 'di& vöttsl^digeif tntbgnjii der Diffi^r^ntlai- 
gleichangen, wie sie sich aus (5.) ergeben, wenn darin yr'ütatt'^ Variilbiflri' 
gesetzt wei^den, nemlich der GJeichang((uy ' ■•■ -r - . ' ' )t|r 



1 



( ♦ 






• • • • • • • •• • • • • • • • . : ! i .*.' 



,! ii;(!in')(' 
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in wdohen Jy tob 2» — Itea Grade iat, folgende «ad: 

9. ( 

in \*elcben nach (8.) 

a?» s= («1 — yi)<<»i — y«) •• •• («■ — y») 

• («i— ».)(«!— «j)....(Ol--««)* 






^1 ^_ (gl — yi) (^«— ra) — («1.— yn) 

Mw kann. aoQh;i||if..ei«Miw 4949^99 ,W^ge »i den voIlstAndigeb 
tegrale« gelungen ,; der i^acb J#caM kws folgender i9ti 

Differeutiirt mau die erste der Crletcim^gea (T.)^ wenn nmn dari 
staH 3 Yariabelfi annimmt 9 AO wird ' • 



• — irr" : - ■ * ■ ■ m' H h^ i ^fT i ^M i 'as :■:.•/ 

„/■_j^yj__S ■ '>■•■■■ ■'>'--^- ■:■■■ ■.•V.- '(^y^ • dy^ ' - ' ^j-, Y 

%*\»F-.»'¥'ft*^i;W''!s^ r;-;- , iii;-.y/ . umIo};-;!» iC, ■• '. ;:••!■ 









oa/ >^(^yi 1 V^^y» . .y. .....i..;.;m ..■, .:■.■!.■■■.,. ■' ., -, ,,. 

+ ^^ — ^.-ir-r' ar. *••'•+ ■•^ar, ' 

Demnach wird ... 

Von diesem Aa9dnicke'Mi^,J4ieoN'itf dBi\iÄgeJFaiirien~AbhM da 




% ■ 
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er för diesen Fall, wo Jy vom 2n — 1 Grade ist, verschwinden miifs. Es 

* 

ist also i I 

9, ... 



'. ^ « 






Ni, 



und bieraas 



■X 



— 4r^ = Const. 



:! 



Dieser Werth für -^ und die äbniicben für ^^ .... -^ in die Glei- 
ch 09 OS 

cbungen (7.) substituirt, nacbdem dariq n statt 3 yariabelo gesetzt sind, 
geben die Gleicbangen (?•)• 

Hamm, den 7. Novbr. 1848. j^. 
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14. 

Beweis, dafs ein Vieleck mit gegebenen Seiten am 
gröfsten ist, wenn seine Eckeii in einem Kreise liegen. 

(Vom Herrn Professor Vmpftnhach zu Giefsen.) 

-■':.''■.;!;'•.■ ,i\ ' •■' ■ 

t 

Lebraatz. Unte^ atlbn Vieli^cken, Wieilidhe niit den Seiten ii^ b, c, 
d, e iu der angegebeoen Reibenfolge coDstrairt werden können, ist der 
Inbalt desjenigen ein Maximum, welches in einen Kreis eingeschrieben wer- 
den kann. 

Beweis. Es sei das Fünfeck JIBC/MS (Fig. 3. Taf. IL). Zerfallen 
wir dasselbe durch eine Diagonale AC in ein Dreieck and ein Viereck, und 
stellen seinen Inhalt, gleich dem des Dreiecks und des Vierecks , durch Z 
vor, so ist bekanntlich 

2Z =s nÄsina? + crfsin« + J^siny — c^sin(ar + y), 
dah^t, für das Maximum, 

2dZ s=: abcosxdx '\- cdsinzdzJ^^däLMiaydy — ce 8\n(z '\' y')(dz -^-dy) ^ 
welMies = sein mufs und woraus folgt: 

— abcosxdx = cdcoszdz -{- decoaydy — cecos(«r-|-y)(rfar-f-rfy). 

Es besteht jedoch noch eine Gleichung, welche die VTerthe von x, y, z mit 
einander verbmdet und welche sich ergiebt, wenn wir die aus dem Drei- 
ecke und dem Vierecke gezogenen Werthe von JIC^ gleich setzen, nämlich: 

ii^-f-Ä' — Sflftcosx = c^ + d^+e^ — 2cd cosz -^üdscosy + 2ce co8(y + z) ^ 
woraus durch Differentiation folgt: 

abtnnxdx = cdsinzdz ^de8iüydy'*-ce8in(y^z)(dy'{'dz). 
Dividiren wir die vorige Gleichung durch diese, so kommt 

cosx cdcosydZ'^decaBydy — cgcos(y«j-z)(</y + <^g) 

sinx cdmnzdz'^demuydy — cesin(/4-x)(rfy+rfz)"* 

Schaffen wir die Nenner weg und vereinigen alle Theilsatze in dem ersten 
Gliede, so ergiebt sich 

cdain{Z'{'x)dz + deBin(x + y)dy — eesiü(y + Z'\'X)(dy + dz) = 0. 
Setzen wir jetzt die Mulliplicatoren der Differentiale der unabhängigen Va- 
riabein s=: 0, so kommt 



rf« sin (x + y) == ;3^ sin (y + ar -j- ar) , 
oder, was das nämlicbo ist, .^^ 

'^ a c a . c 

Es sei nun. ,ilJBCi7£? dasjenige dieiserFäBfßcliLe, errichtet auf den 
Seiten a, b, c, d, e, welches in einen Kreis eingeschrieben werden kann, 
so ist a? = t800— ^Bog. ABC, z =180^ — i Bog. EDC, folglich x + z^ 

Es is< aber der liaibniesser r des Krtüses, welcher ^fch 'dfe 'Ah^ Piiricte 



-4, C und E geht, =5 . ^^^p v also = . . . \ . Dieser Halbmesser findet 
sicb'^bensö -Ä ■ ■ -;,7^jV^yiri^, ^=^^ i";'^'^ . -'und'b^^ ■ . rtf ^! - Es 






Itthalt ein Maximfim M; «Uinmt' also' uberefitf nit diMn V teteöki^, aol welfches 

Dafs die Aufgabe, den Halbmesser eines KriE^f§esf2u finden,* umscbHe- 
ben einem Vielecke, dessen Soften indifer vorgeschKebenen Ordnung gegebeii 
sind, eine bestimmte Aufgäbe se!^ käbn' Wie tfolgt^ nachgewiesen werden. 

Zuerst ist bekannt,* dafs der Halbmesser eines einem Dreiecke um- 
schriebenen Kreises vennftteFst der drfei Sf^tdö Aemelben ausgedräckt wird. 
Es iSÄieii niili'0^ d, r^ il^4ie Tierißeit'e^ .eiAesTJerc^Sf'^Welthem^^iiiiC 
umschrieben werden soll, u eine Diagonale desselben, so ist rsE=jfi(fei>'A|ii) 
s=i f{Cfd,u)^ woraus sich dureb JBiiniiiiäiicm^vwi n, r^mW(m^ybi»ii^:4) er- 
giebt Es seien a, b, c^ d,-ey dierSeUeir eides Fönfecks, welchem ein 
Kxß\9' miMiklli^ii^w m desaybdoy jm« ist #«t=: 

fißiß b,My^a F(c, ir ^l^9^)r*mißnm '^sicb wteder -doreh EümmUIoii nKWv«^ 
r sit^(fl9*} <?>^/f) «giebt. Aof»'die>'iaiiiliGbe^ Weiae :wifd dtr ll^ei^ Mf 
ern (VIelMk voll eiaeeVbelieMgcnii AMabf vtm Sßii^ ma^edelMit. - 

Die Au^föhrnng der Ae^bittifig fipr das Fünfeck fiibrt jedoch schon 
zu einer Gleichung irknoi^teft Grade/ '" ^* 



.i. /fH' 
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15. 

Beweis eines vom Hrn. Professor Steiner auf^^e- 
stellten Lehrsatzes, Bd. 15. Heft 4. No. 26, 1. 

(VoA dem Remi Cotfrector fmhender m fseilohif.) 



Criiae Ebeoe P soU fiicb, indem «ie stets durck eifleir fiesten Puuol ÜC gekt, 
so 'bewegen, dafs, wenn, ifiaa die Cesuivs der n^ Wiukcft, idie sie mit n ge^ 
gebeoen Ebeueu einschlierst, jeden mit einer gegebenen Gröfse mulliplicirt, 
die Stumme dieser Prodncte slets einen bestimJMen Werth 1^ hat. 

Die genannten Winkel Ueiben dieselben, wenn man jede« der gege- 
benen n Ebenen eine ihr paralfele snbstitnirf. Diese snbstitnirten Ebenen 
soUe» sammt^h dwch den Pmict K gelegt werdetf, dnrcfa weteheii^ die 
bewegliche Ebene P gebt; zagleich sdU dieser Ponct der Aifangspunct 
eines rechtwinkligen Coordiaatensystems sehu Die Gleickungen der gege- 
benen n Ebeoea seien ana 

■ ■ * ■ ■ 



•• • •>«!•' 



IK. fiPdüBeo- Att Bt^.Cvf Alf. Bty €t, ete. ete^ A^j B,:.vmA C^ mni also 
aipMidieli i^ebcu. 

Die Gleiebaag der bewegUchcA Ebet. sei 
i V J»# + Äy-|-C« «=5 0. 

Ferner mögen 4M Wtekeir-weiehe dieee bewegUcbe Ebene mk jd^ 4er ge- 
gebenen n ITirtnai. cinaoMiefirt^ ibr Beihe naehdnrehniii^, (p't^ ete. ^,y und 
im CMAcM, «tt denen die €oainne dieser WiAkel -Aalüplieirr werden eeUenv 
der Reihe mäA imnAifif fit «««• /Sr JbeteiehnM .^efdeih Man hattialsdaB. 

/; cos (pi = y(>+i».+0) • V( j;-f.i>*+C; j + v"(J«+ä*+c5] • V^;4-ji»+c;j) 

jand ähnlicberweise 



iö. Fallender, Beu^s de$ Li^90ize$ Hd. tu. Heft 4. Tfo.ißj it igf 

A ' f Ä ß f B 

Uieraiui folgt 

ß i f B / B f ß V 

^ y(^»+/»«+c») \v{A\-i-a\-\'ü\) ^ V(jr+*;4o ^ • * * * vöarp^fq)! * 

Dto «of der liokea Seke tk»ttt OleMhtfUgf srtiehettde Samme» fidt den Werf h iST. 
Seist natn nu der Kdrae wegen 

90 find ilo9 i^u uud Co bekauute GröCse», oad «laa hat 

Da die Gröfsen Ay^i B„ lind Cu bekaioat ehid, w M aiieh dfti Bkene be^ 
kanntf welche dargestellt wird durch dtiii^ CleiölraDg 

(0.) Jo^r + Bor + Coz « 0. 
Ist (Pu der Winkel, den diese Ebene mit der beweglichen Ebene bildet, so 

Hieraus folgt 
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Demuach ist der Wiukel (Po coustaut. Die bewegliche Ebene bildet also 
mit der festen Ebeue (0.) sfetfii denselben Winkel (Pu* Diese Eigenschaft 
kon^nit aber, wie sieb leicht zeigen läfst, den Tangential -Ebenen eines 
geraden Kegels mit kreisförmiger Basis in Beziehnng auf eine Ebene, die 
auf der Axe des Kegels senkrecht steht, und auch nur ihnen zu. Die be- 
wegliche Ebeue ist also stets Tangential -Ebene eines Kegels. Die Axe 
des Kegels steht auf der Ebene (©.) senkrecht. Da seine Tangential - 
Ebenen sämmüich durch den PunCt JST gehen , so ist dieser die Spitze des 
Kegels. Der Erzeugungswinkel desselben ist \7r — (Po und hängt also 
von dem gegebenen Werthe von iS ab. Die Bestimmung der Axe und der 
Spitze des Kegels dagegen ^ die keinen bestimmten Werth von ^ voraus- 
setzt, gilt für alle Kegel, die den verschiedenen Werthen von ^ entsprechen. 
Diese haben also säuimtiich dieselbe A:xe und dieselbe Spitze« 

Aus dem Werthe von cosCPo ergiebt sich Jur S, ab Maximum, jS^ = 
^J + B; + C; . HiefÖr ist <Po ~ 0, fUe bewegliche Ebene fallt also dann 
mit der festen Ebeue (®.) zusammen }: die Kegelfl&obe liat sich in letztwe 
verwandelt, indem der ErzeugungswinkeL»,^^ wucde. Werthe von j^ 
die sich nur durch ihre Vorzeichen unterscheiden, bestimmen denselben 
Kegel. Es entsprechen denselben namlic^. W0rth1& von Po« die sich zu 7t 
ergänzen* Offenbar aber ist die Gesammthtit fier Ebenen, die, durch einen 
gegebenen Punct geltend, mit einer gegieliinen felbeiie sämmtlicb den Winkel 
(Po bilden, identisch mit der Gesammtheit derer, die in derselben Art den 
Winkel tt — (Po bilden. Da demnach hur posdiive Werthe von Ä zu be- 
trachten sind, so ist iiti Minffn. iS±=:'Ö. Deqfi entspricht CP^ =' ^tt. Die 
beweglichen Ebenen steliea also hier sämmtlicb. apf der festen Ebene (©.) 
senkrecht und schneiden sich mithin alle lii diem durch den Punct J^ auf die 
Ebene (©.) errichteten Perpendikel, d. i,. in ^pr ^eaeinschaftlichen Axe 
sämmdicher Kegel. In' letztere bat dcli <iisdaain Üie Kegelflädhe verwan- 
delt, iuden der Er^ug^ng^wiokel ^ar-:t^(P,, gl^iob Q^ wurde. 



Iserlohn am Islen <i^fif)i,.|ß4^.i ,; 
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16. 

De orbitis cometaram ex observationibus detenninandis 

commentatio. 

(Auct Dr. A. T. Bergiu$, ad Acad. Upsalicns. Doceos Astronomi»«.) 



^d quaestiones noslrae aelali gravissimas Astronomiae ea sine dubio est refe- 
renda, quae ins natura et motu cometarum indagandis et in orbitis illorum ex 
observationibus delerminandis versalur^ quod problema summus jam Newton 
in principiis Philosophiae naturalis difficillimum nuncnpaviU Post Newton viri 
celeberrimi Euler, Laplace, Lagrange, Otters, Legendre varias hujus pro- 
blematis solvendi vias inierunt. Methodus nunc temporis maxime usitata, quae 
etiain simplicitate sua brevitateque nescio an omnibus aliis palmam praeripiat, 
est ea Cel. Olöers i), quae, formulis a Cel. Gaufe 2) ad simplicissimam for- 
mam reductis, viam nobis aperuit brevissimam , qua ad notitiam approximalivam 
orbitae cometae ex tribus observationibus geocentricis pervenire possumus. His 
methodis elementa parabolica cometae observati invenimus. Quum vero maxime 
probabiie est, cometas, qui nostra aelate observentur, in orbitis ellipticis mo- 
veri ^), et quum ex cometis super centum et quinquaginta jam observatis ^) 
elementa elliptica quattuor tantummodo a Cel. HaHey, Otters, Encke et Biela 
diversis temporibus computata sunt, summo jure dicere possumus, nos a vera 
cognitione orbitarum plerorumque cometarum valde esse remotos, ne de natura 
et indole herum corpomm coelestium loquamur; quamvis post summum Newton, 
qui sagacitate sua animi superstiliosum ilium horum corporum terrorem removit, 
etiam haec pars Astronomiae noslris certe temporibus maximis progressibus 
se gaudere possit. 

Post tantos vires, qui in his disquisitionibus summo studio sunt ver- 
sati, multis haud procul a temeritate remotum videri potest, nos, specimen 

') Abiiaadiung über die leichteste und bequeiOMte Metliode dt6 Bahn eioet. Cometen lu be- 
rechnen. Weimar 1797. 

*) i\ Zath^ Monatliche Correspondenz zur Beförderung der Erd - und Himmelskuode 
XXVlll. Band pag.501. 

') La\i\ac%^ Trait^ de M^cnnique Celeste. Tome V'' p. 232. 

^) Catalogum Optimum orbitarum omnium cometarum adhuc computatanim ?iri Cell. Scfciimudi«^. 
et 0\h(vn tradiderunt, in particula prima et tertia in ,,5efcKmcicfcer'a Astronomischen Ab- 
handlungen.^ Orbitae cometaram post 1825 oomputatae in variis numeris ,,der Astronomi- 
schen Nachrichten'* a ScFiumacher sunt cooteutae. 

CreHe^s Journal f. d. M. Bd. X\V. Kefi 3. 25 
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Aslronomicum edituros^ istam materiam potissimum elegisse« nisi in eo excu- 
sationem quamdam haberemus^ quod novus ab Lavgier Parisiis bis ipsis tem- 
poribus cometa inventas, sammam in nobis linjus rai pertractandae erexit Stu- 
dium. Indulgenliae igilur Astronomorum has studiorum noslrorum recommen- 
damus primitias. 

§• 1. 

Ad problema de orbitis cometanim determinandis plane solvendum in 
genere tres observationes reqnirunlnr, et sane omni rigore solvi possel^ niai 
aequationeS) ad quas hac via ducimur, gradus tarn elevati essent et tarn com- 
plicatae, ut ad methodos approximalionis nod confugere necesse siU 

Si corpus coeieste noslri systematis solaris consideremus^ cujus distantia 
a sole r est, oujusqne positionem in spatio deternrinemus codrdinatis rectan- 
gulis X, ff, z, quorum originem in centro solis ponamus, si distantiam raediam 
soVe a tellure unitatem distantiae ponamus, si porro ^k summam massaruni solis 
aieriusque corporis coelestis exprimat, et vim altractivam solis ut unicam in 
hoc agentem consideremus : hae relationes ^) satis sunt cognitae 

£ quibus sine uUo negotio tres integrales primos deducimus sequentes 

1idz-^3f ^ „^ zisjsdz ^ ^^ xrfir-^rff ^e . . (2), 

ttbi n^. 6 et c constantes arbitrarias integratione inductas exprimunt. Si tres 

aequationes (2} reapective cum x, jf et ^er . mubiplicemus , additione obtine- 

bimus 

ax^by'{-ez = . • («). 

Quocirca concludimus^.orbitam, in qua corpus coeieste movetur, in piano esse 
sHam, quae per centrum solis transiL 

§. 2, 

Si aequationes (1) respective cum 2dx, 2äy et 2 dz multiplicemus 
additione et integratiope, designante h constantem arbitrariam, obtinebimus 

rffi T~'^ 



Laple^B, M«c ceL Tome l^ pag. 157. 
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cujus valoris substitutlone in aequatione 

quae ex aequationibus (2) siatim sequitur^ si rdiationem observemus r^s? 
a?*+y*-f-«*^; prodibit hie ipsius dt valor 

.. ri/r 

ubi brevilatis gratia a* + Ä2 + <r^ = A^ posuimus. 

Designet i/r angulum infmite parvum inter duos radios vectores con- 
secutivos, erit 

quibus in (3) substitutiv ^ relatio haecoe inter areas ei tempora interquo cele* 
ritatem angularem j et radium vectorem satis cognita prodibit 

._ kdt ^ ^ - 

^^ = -pr C5). 

Si pro dt valorem suum ex (4) substituamus, prodibit 

, kdr ^ß 

ex qua aequationem polarem orbitae integratione obtinebimus. Ex iDa 
aequatione maximus et minimus ipsius r. valor determinatur hac relatione 
2iir — Ar* — Ä* = 0. Si igitur maximum ipsius r valorem per fl(l-f-^), mi- 

uimum vero per a(1 — e) exprimamus, erit summa herum valomm -^ et pro- 
ductnm -j-y quo pro conslantibus A et A sequenles obtinebimus valores 

« 

Ar = /|»/(a(l -«»)), Ä=J (7), 

quibus substitutis aequatio differentialis hanc induit formam 

Dia integrata sub positione, v evanesoere, qnum r=:a(l— «), efficit 

quae est aequatio seclionum eonicarum, origine coordinatarum in altero foco 
posita, in qua e excenlricitatem ei v angulum, quem radius vector cnm axi 
majori a (aciU a Perihelio computatum, exprimunt 

«60 
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§. 3. 

Si orbila esset valde excenlrica, ut cometanim semper est, formulae 
molus elliplici in series convergentes faciUime evoivunlur. Qunm hoc casu e 
ab unilale parum differat, aequalio (&); dislantia minima a(l — «)s=9 posita^ 
in hanc abit 

r = 1^—- -, et evolutione facta 

cosH «^ ( l + j^X^ tang« i *;) 

»^ =^?il{l-T^*^H«'+({^)W*lr-(|^)W"l«' + elc.} (9). 
Hoc valore pro r in (5) Substitute prodibit 

-(iT^)w».+e^r.^ 

et evolutione et integratione sab positione / evanescere, quum o = 0, 

Si orbita in parabolam abiret, erit « = 1 et v^Oia(l— O) = V^{^M)^ 
quo igitur casu formulae pro r et / hanc induunt formam simplicissimam 

r = — 5_ 

cos* 4 1; 
^ > (O. 

t = V^(tanglr + itang^ir); 

Designantibus r' et r' radium vectorem et anomaliam veram , quae tem- 
pori t' conveniunt, erit tf — t tempus, quo cometa arcum parabolicum, inter duos 
radios vectores contentnm, describit. Posita igitur massa solis == 1, quantitate 
autem materiae cometae respectu solis neglecta ^) erit |:A = ln et ideo 

I) Jus hujus suppositionis nobis coDceduDt infioite parrae massae omaiunn cometanim obser* 
vntorum. Vide inter alios LillroiD »»über den gefurchteten Cometen des Jahres 1832 nnd 
über die Cometen überhaupt. Wien 1852. pag. 38.** 
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Si c chordam exprimit arcus hujus, quem radü vectores r et r' sabsecant, eril 

c' = r' + r'^ — 2 ri*' cos (o' — ü) 

-T'^ «"^ 14-Ung»i(»'— 4») 
~ ('" + '") ~"l-|-ung«i(«' — V)* 

quapropler 



f^. 



= i(»" + »*' + 0(»* + »*'— <^)- 



l-f taug» i («)'—«>) 

Qnum vero sU 

\eril 

r' = v(l + langH»0 - (i- Jgi (.'-.) ( iliiiiö^^ 

Si brevitalis gratia ponainus l(r + r'4"C) = wt, ^(r+r' — c) = n, erit 



, 2<y(l+taMg*it>) . yUng* 

■^ 1 — tangiC»'— t;)ung|v ~ (l— 



UDg4(i;' — »)tang|i;)* 
fnn 



= ± 2/(»in)4- lang' ^ (»'—») 
ideoque 

langKi^'-r) =: ^^-vl^- 
Expressio (11) pro t' — t eliam sequenti modo scribi polest 

^^^y; (l— tangi(e;'— i;)tangii;)* r">"* 1— taog|(i;' — yjUngit; ) 

quae valoribus jam inventos introductis in hanc abit formam 

«'— < = ^(in^ + n*) = i(r + r' + r)*+i(r+r'-c)^ . (rf). 

Si lempus ^— / in diebns expressum desideramus , hoc per constantem in 
theoria motus A=: 0,0172021, cujus logarithmus est logA:s= 8,2355814, mul- 
tiplieari necesse est. i) 

') Gaitfsj Tlieoria motus corporum coelestium pag. 2. 
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Expressio illa elegans, quae tempus per duos radios vectores et chor- 
dam dat, a Cel. Euler in venia 0, primom a Gel. Lambert 2) fuit applicala. 
Signum superius vel inferius valel, prout r' — r infra vel supra 180^ est 

§. 4. 

Si a^pz, x'y'z' y xf*y"z" coordinalas trium punctorum in orbita cor- 
poris coelestis, quae in piano per cenlrum solis Iranseunte est sita, designent, 
tres sequenles aequationes (§• 1.) habebimus, 

ax 4-fty '\'C% = 
ax' + *y + c%' = 

b c 

ex quibus eliminalione duarum quanlitatum — el — sequentem aequationem ob- 

Unemus conditionalem 

Quumvero y^r^— y'jt"projectionem in planum yz areae duplicis trian- 
guii exprimit, qui per cenlrum solis et puncta x'y'z', x"y"%'^ delerminalur, si 
aream hnjus trianguli duplicem per [rV], siculi triangulorum, quos radii vectores 
r et r", et r et r' formant, per \Tr''^ et \rr*\ designemus, aequatio illa con- 
ditionalis formas Ires induit hasce , prout b ^\ c^ a et c^ vel a et 6 eliminantur 

[r' r"] X — Irr^'^l x' + [r r'] a:" = 1 
[rV']y-[rr'']y + rrr']y'' = 0} . . . (12) 
\r' r^'^z^ \rr'\ «' + [r r'J z'* ^ {Ti 

quae aequationes sub tribus formis diversis eandem exprimunt conditionem. 
PosHo : 

%7 f^9 ^' tres distantiae curtatae cometae a tellure; 

dsf a^ a^' - longiludines geocentricae observatae; 

^> ^> ^* * lalitudines geocentricae; 
0> 0^ O^' - longitndines solis ; 
Ay Bf, Bf^ - distantiae telluris a sola ; 

ty f, V* - tempora observalionmn , 

^) Leon)^. ^Utt Theorie der Planeten und Cometenf von Jolkinfi Freiherrn ron Paocotsi über- 
setzt und mit einem Anhange irod Tafeln vermehrt. Wien 1781. pag. 148. 

3) Lromierl» Intignioret orbitae cometarum proprietäres Anguttae Vindeliconim 1761 pag. 40. 
Cfr. hwi^exM^ Traitö de mecanique Celeste. Tomel^ pag. 196 , et Qoufs, Theoria motut 
corporum coeiettium pag. 123. 
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erit 

X ssq cosa —R cosO? Sf *^i ^^ — R sinQ, 2r s^ lang^^ 

X' =f' cosa' — R COS0S y' = p' staa' — Ä' sin©', z' s=ß' lang^, 

ar"= ^'cosa"— Ä''cos0", ^ « J'^sina''— Ä"siii0^ «'' = g"teng^''. 

His yaloribus in aequalionibns (12) snbstitutis obtinemns 
rrV'JCf cosa— ÄCOS0) — [rr'q(g'cosa'— Ä'cos0O + [rr'](p^^^^ = 0, 

[rV'](gsina— Äsin0)-[rr'^(^'sina'— Ä'sm0O + [rr'] «'^sinO'O = 0, 

(rVjgtang*— Lrr"]e'tang(^ + [rrOf"tang^'' = 0. 

Ex his Iribus aequationibus tres quantitatum quinque iDcognitaruin q, Q'f ^'% 

f-jT^ y^ eliminatione removere possumus. Ad qiiem finem si secandam 

cum COS0' multiplicemus et ex prodacto primam per sin0' multiplicatam de- 
trahamus, ad baue aequationein ducimor 
[r'r'n(fsin(a-0O + ÄsiB(0'— 0))-[rr"]^siii(a'-0O 

+ [rr'](^'siii(a"— 0')— Ä"sin(0''— 00) = 0. 
Valore ipsius [rr"]^^ ex aequatione tertia deducto in boc snbstiluto, prove- 
niet baec ipsius ^'^ expressio 

#/' — fc2U tang J^gip(a — 00 — lang 8 sin (a* — 00 
^ [rr'l tangV sin {«' — ©0 — tang J'sin ( a'' — 0') ? 

. tangg^ [r^r^^J^8m(©^— ©)— [rr^]J^^gin(©^^ — ©0 
' Irr"] ' tangi"sin(a'— ©')— tangJsinCa''— ©') ' 

Ubiinum bujus expressionis membrum simpliciorem induil formam, si etiam pro 
tellure euudem significationis modum inlroducamus, ut babeamus 
fjR'J|"]s=Ä'Ä''sin(0''— 00, [ÄÄ"]=Äll''sin(0''— 0), [ÄÄ0 = ÄÄ'sin(O'— ©) 
Sit porro brevitatis gratia 

mg-, taog S' sin (a — ©Q — tang 8sm(a' — QQ 

tang4"«in(a' — 0'j — tangJ'8in(a'' — ©') v 
»,,. ^ tang3^sin(©^^©) (' * ^^->^ 

lang d'' sin (a'— ©') — Ung 3' sin (a"— ©') / 

prodibit 

f [rrq'^^^Klrr'] [RR'] ) ^ ^ ^1 ^' 

Quamcunque sectionem conicam cometa describat, eam in parte orbitae, 
in qua nobis est visibilis, parabolae sese applicantem considerare possumus. Quam 
vero, ut vidimus, areae, quas radius vector diversis describit temporibus, bis 
ipsis leroporibus sint proportionales, et areae triangulorum duplices [r^r^'J, 
[rr'] parvis temporum inlervaDis a sectoribus parabolicis correspondentibus 
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parum difleranl^ eoque minus duonim triangulonim ratio a ralione sectomm para- 
bolicoram 8int diversi^ quumque, qaod ad orbitam tellaris adtinet, parva ex- 
centricitate orbitae ejns considerala, id fere omni rigore pro interVallis tem- 
porum aequalibus dtcere possimus; sine magno errore stalnere possnmns: 

i^^l — Irr"] ~ [RR'] • • • l^oj 

el, siilf =• -TTzZf ^^'' expressionem (/) ad formam hanc simpUcissimam reducimos 

quae rationem inier ^ et q" in quantitatibus cognitis suppeditat. 

§. 5. 

Ul radios veclores r, r" et chordam correspondentem c per eandem 
quanlitatem q exprimamus, has notamus relationes 

Si pro X, y, z, x", y", z^' valores snos introdncamus el observemus, esse 
o" :=z Mq^ expressiones sequenles sponte prodeunt 

'•=l^(Ä-2«ros(a-0)+Ä') 

»•" = ^^(-^^-2-'MÄ"ecos(a"-O'0 + «'"), 
quae, positis 

cos^cos(a — 0) = cos\^, cos ^' cos (a"—©'') = cos^^" (*) 
Äsin>^ s=s B, Ä"smvP" = B' (t) 

in has abeont calculo numerico conunodiore.« 

Ul pro chorda c commodam oblineamus expressionem, poslqnam valores 
ipsorum x, y, z, ar", )", 2^' fuerunl substilutae, quinque quantitates auxilia- 
res ff, Gf A, H, ^ computamus ex aequaüonibus hisce suppositis 

B'cosO"— ÄcosO =gcosG, vel il"cos(©"— ©)— Ä = ^cos(&— ©)] 
Ä'^sinO''— Äsin© =^sinG, vel Ä"sin(0"— ©) r=:^ sin(<?— ©) j ^*) 

M cosa" — cosa=Acos^eosJy, ve\M — cos(a" — a) = Äcos^cos(// — a"| 

31 sma" — sina=Asin<fsin/i, vel sih(a" — a) = Ä sin^sin(//— a")) (/) 

Af langÄ" — tangJ= h sin ^, vel üf tangJ"— tang^ = A sin ^ 
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tfoanim jope c saquentem obtinel valorem 
^ s=5 iTK^Äcos^cosH — ^cosG)^ + (^Asin^siiiJ5f — ^ sin <?)* + ?' A'w»'C} 

quae formnla nlteriorem haad abnuil simpiificationein , si ponamas 

COS^C09(6r — H) =s C08(P . • . . • (jw), 

ifsinp = -4 (n), 

ipio redacitar ad hanc 

C =r /{(eÄ— yC0S(P)' + ^'} 

et uiterias progrediendo , si staluamus 

eÄ-.^c08(P = «, qao fit e = """^^"^^ . • (o), 
ad hanc simplicissuDaffl erimas perdocU 

c = ir(ii^+^') C;^). 

Expressiones ipsonmi r et r'^ simpliciores reddere etiam licet, atatnendo 

Acos^ ^=^ ^ \ 
keo%8" .,7 • r • ' • • • (y) 

^co8(P — bR COS \ty =5 * 1 ^^^ 

^eoa^— 6''Ä''cos^^''= V'f '^ ^' 

quo has fomndas nrnplicea pro r et r^' obtinemus 

Ex bis formulis^ qnibus quantilates r, r'^ et c exprimnntnr, tr ila determinetur 
necesse est, nt exinde aequationi Lmnbertianae aatisfiat 

denotanle m tempns dieram 9,6887401 et ideo logm = 0,9862673. Aeqaa- 
tio haec experimeniis tali modo reaolvitur, at a valore ipsina r-^rr'* supposito 
egrediamur, cujus substitntione valorem corresnondentem ipsius c determinemus, 
quo u, r et r" ex aequationibus (j9) et (9) eliciamus. Quo facto novns valor 
ipsiua r-^^r'^ obtinetur, ex cujus congruentia cum valore supposito veritatem 
resultati concludere licet. Quum vero hoc plemmque non evenit, valor hie 
novus ipsius r-f-^'" eodem modo adhibetur et calculus idemtidem repeti- 
tar, donec congruentia perfecta efficitur. Primum valorem adhibere possumus 

CreUtt*s Jounial f. d. M. Bd. XXV. Heft S. 
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r+r^^s?) quam r-f-f^^^l esse non possit, quamdia distantia apparens 
cometae a sole mojor quam 30^ est, qood fere semper evmit; et r4-^^>>3 
perraro est, quoniam cometae nobis intra orMtam Martis j^emmqae sunt \isibiles. 
Tali modo ti ea, qaam obtinere possumas, perfectione computato, ^ et 
^'' ex aequationibus supra traditis determinanlur. 

§. 6. 

Quantitatibüs ^ et q^^ jam cogniüs facili negotio elementa orbitae eliduntm*. 
Ad hunc finem ponamus, esprimere 

\, K^^ longitudines cometae heUoeentricas ad tempvs primae et tertiae obser- 

vationis; 
0. ß'^ latidudines beliocentrieas ; 
Vf v^^ longitadines in orbita; 

ii longitadinem nodi ascendenlis ; 
t indinationem orbitae, semper intra (X' et 90** contentam, si more nsi« 

tato inter cometas, qoi directe vel retro moventor, destingimmns ; 
T longitadinem peribelii; 
T tempns transitns per perihelinm; 
q distantiam in peribelio. 

Si projectiones locorom cometae in planum Edipticae consideremis, 
ope trigonometriae planae ad qoantitates \, ß, K^\ ß*' detenidnandas seqnen- 
tes faeillime coffigontur formnlas 

fcos(a— 0) — Ä s= rcosßcos(\— 0) 
f 8in(a— 0) = rcosß sin(7c— 0) 

^tang^ «rsinß V r^^ 

e^'oosCa''— 0'O— Ä" = ^'eosß''cos(\"— 0'O[ 
^'sin(a'' — 0'O == r^'eosß^'sinCV— 0'o| 

^'Xxngi" =r"sinß" 

Qnoniam sex aeqaationes babemns, yalores ipsoram r et r'^ ejc bis etiam eli- 
cere possmnos, quoram congmentia com iis, ex qnantitate u dednetis, reritatem 
calcnH confirmaL Cometa directe vel retro movetor, pront K^^ n^jns minnsve 
ipso \ est 

Ad longitQ^Mi nodi ascmidentis et indinatiottem oriiitae determinan- 
das ex prin^üs trigonometriae spbericae, si aeqnationem obsenremns Identicam 
sin(V— ß) = sin((K— a)+(^''— X)), sponle seqdtur: 
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+ t«Bg0 s taBgi8m(\— ß) 1 

. tao£^;^--ltag^co«a''~A) . . ,, ^n J • • Cß) 
i— »in(A'^~A) == taiigicos(Ä.-ß) ( '-•^^ 

ubi. Signa adhibeantor superiora, si cometa directe moveatar, sin vero retro, 
inferiora. 

Ad longitudines in orbita detenninandas dne ullo negotio foraralae de- 
docnntur haecce 

Formolas motas parabolici supra traditas respicientibus formalanim pro 
determinatione loBgitudinia perifaelii et distantiae minimae deduetio erit in aperto, 
A tantnmmodo obaerremus esse cos|(r"— r) = co8^((r— T)+(r''— r)): 

Ex tabulis Barkeriania ^) (vel ex aliis tabulis motus cometaram) jam 
motos eliciuntur medios^ anomaliis veris f>—7r^ v^'—ir vel tt—v, t— ü" 
correspondentes ; quos ai litteris N, N'* designemus, duas expressiones temporis 
transitus cometae per perihelium obtinebimas sequentes: 

ubi Signa valeant superiora, si motu directo v^ir^ t''^r sit^ vel si motus fiat 
retro, et sit r^^^ v'*<^it\ signa vero inferiora casus respiciuiit oppositos. 
Constans est n quantitas, cujus logarithmus = 0,0398723 est. Duorum iqsius T 
concensus valorum veritatem confirmat calculi. 

Ex elemenlis tali modo indagatis longitudo et latitudo geocentrica co- 
metae pro tempore observationis mediae computantur, quorum valorum com- 
putatorum cum observatis consensus ultimam calculi trutinam suppeditet, ex qua 
judicare possumus, quanla cum accuralione elementa iuerint delerminata. 

Elemenla orbitae hoc modo determinala non sunt nisi approximata. 
Superest igitur scrutari, quomodo ex hac prima elementorum determinatione 
ad* cognitionem herum, quam observaliones concedant, accuralissimam perveniri 

^) (Mer$9 AbhandbDg ub«r die leicktdite und bequemste Methode die Bahn eines Cometen 
atts einigen Beobachtungen zu berechnen. Weimar 1797. 

26» 
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Jicet. Prinsquam antem hanc rem adgrediamur, superiorem Jovat ad caleulos 
numericos accommodare theoriam. 

Computatio ^ementorum approxitnatorum eotneta« 28 Oet. 18^ Parisü* 

a Laugier inoenti. 

In observatorio Regio Berolinensi loci apparentes sont observati se- 

quentes : 

1843 Nov. 5,336081 1. m. Berol. A. R. 268" 13' 32^4 Decl. + 53"14'53^1 
7,367911 37137 34,3 +46 3 57,3 

8,370783 373 9 15,1 +43 43 27,3 

Ex bis obsenratiombuB pro a et ^ valores prodeimt seqaentes; 
a ..265»33'30",9 $ ..75" 40' 51 ",3 

a' ..273 13 27,4 ^ ..69 30 28,9 

a"..275 43 51,5 ^'..66 7 18,5 

Ex tabolis porro colligitiu' astronomicis : 

..222"59'17",2 logB ..9,9959650 

O' ..335 3 33,9 logü' ..9,9957465 

0"..336 3 53,8 logÄ".. 9,9956406 

Quibus ex datis calculus hoc modo conficitur: *) 



lang j'.. 0,43745 


lang j.. 0,59303 


Mn(a—0').. 9,81368 


sin(a'~0')..9,87333 


0,34013 


0,46536 




0,39391 




0,07345 




9,58745 




0,48500 


tang^'.. 0,35391 


tangj'.. 0,43745 


sin (a'—0').. 9,87333 


sin («"—©').. 9,88860 


0,33634 


0,31605 




0,73860 



9,58745 

^) Ut calcu]us prodeat facilior, qntoqae tantummodo locos deciaaiet adliibemut et taliulas, 

Siibut logaritlimut lammae et differentiae dnorom numerorum ex datis horum logarithmii 
idtur» ia oiuid focamut« 
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log(f'— 0-0,00124 
löge/' — Q . 0^31002 

9,69122 

0,48500 

logüf.. 0,17622 



Io;ü".. 9,99564 
C09 (0"— 0) ..9,99938 

9,99502 

log B.. 9,99596 
2,66594 



7,38002, 

8,72302 

sin (C^—0) .. 9,99964 

log^.. 8,72338 

log if . . 0,1 7622 logJH.UmgS''.. 0,530 1 3 



logü''.. 9,99564 
8in(0^^—0) .. 8,72738 

8,72302 
7,33002, 
tangCfi'—O).. 1,39300. 
6'..315"18'17",2 



eo8(a"—a).. 9,99311 

0,46342 



9,71280 

8ln(tt^^ — a) .. 9,24713 
laBg(i/-a").. 9,53433 
£f— a".. 18"53'35" 
«..292 7 2 

cos ^..9,85639 
cos (g—il) .. 9,96342 
cos^.. 9,81981 
^..4»'40'9" 

log^.. 9,72339 
sin^.. 9,87559 



lang j.. 0,59303 

,87021 

logAsiii^.. 9,72282, 

logA cos ^..0,73685 



tang^..9,98597„ 

{..-44-4' 28" 
log A... 9,88046 

cos ^..9,39326 cos ^'..9,60723 

cos(a—0).. 9,86716 cos(a"— 0"..9,81O91 



eos%^.. 9,26042 
N^..79"30'19'' 

logü.. 9,99596 
sin 4/.. 9,99267 



cos>^'.. 9,41814 
r//"..74"49'l'' 

logJR''..9,99564 
'"..9,98457 



log J.. 8,59898 logB.. 9,98863 logB".. 9,98021 

logA..9,88046 log(Aeo9^'0- 9)48769 

cos ^.. 9,39326 log Jf. . 0,17622 

log».. 9,27372 log»".. 9,31 147 

log(y . cos(p) . . 8,45320 Iog(6B . cos ^l^) . .8,53010 log(&''A"cos 4^") . . 8,72525 
num. + 0,03493 num. -f 0,03389 num. + 0,05312 

«.. + 0,00104 »"..—0,01819 

Jam Sequilar, u ex aequationibos 

, „ ^{(ü+i)'+B j, ," =. y'{(«4i:)'+i»".}, * = /-(,^+^.) 

«xperimentis ita delerminare, nt aeqaationi (r+r"+c)*— (r + r"— «)* =a 
fi'*.^('\6k satisfiat. Hoc nt facillime evadat ad c compulandum fomralas 
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Si jaiD primom valorem approxunatiTinn ($. 5.) r4-r"^2 Btatoawu, ez kb 
formiilig eBdmas logn ss 0,00002, ideofne 

Iog2A.. 8,53661 

log(r'_0.. 0,48354 

compL log(r+r'0*..9,84949 

logfc. . 0,00002 
logc ..8,86066 

log^..8,59898 

logc. 8,86966 

9,92639 



log«.. 8,79605 

«..+0,06252 

«+« ..+0,06356 

«4.«''..^.0,04433 

log («+«).. 8,80318 log(«+ 0-8,64670 

logt. . 9,27372 log*".£9j31147^ 

9,52946 9,33523 

logB,.9,98863 log 0''.. 9,98021 

9,51608 9,34416 

logr..O,01338 log #^'..9,991 07 

log(r+Oi.O,30340 

■ 

Jan cani hoc yalore ipsius r +>#*'' calcolnm eandem repetamiu et eodeot modo 
«eqaentes obtinenu yalores 

log J.. 8,59898 

löge.. 8,86847 

9,92590 

log«.. 8,79437 

«..+0,06228 

«+« ..+0,06332 

«+♦"..+0,04409 
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lof («+«}.. 8^154 log(«+0-8,64434 

log* ..9;87872 log^^Q. . 9,31 147 

9,52782 9,33287 

Iog0..9,9e663 logff"'.. 9,98021 

9,97543 9,98925 

Iogr..0,01320 logr''.. 9,99096 

log(r+0«-.0,30325 

Calculo deano repeüto invenitor: 

logil.. 8,59898 

logc. 8,86855 

9,92594 

log«.. 8,79449 

«..+0,06230 

]og(tf+«).. 8,80168 log(«+0-8)64454 

log». . 9,27372 logÄ^.^ftjSmT^ 

9,52796 9,33307 

logB.. 9,98863 log 0''.. 9,98021 

9,97542 9,98924 



logr.. 0,01321 logr''.. 9,99097 

Iog(r +1^05.. 0,30326 

Ex bis ipsias r-\-r" valoribos inventis hiterpolatione facülima ad Teniiii 
appropinquare possunras. Ad hanc finem r+r^^sas/^ ponaraiu, et hasce rela- 
tiones sopra adhibitas observamiui 

r+r" = /;, « = 2i^=fi(.. « >= /■(«'-^) 

Si differentiemu9, et fA, quod tarnen semper anitati proximum est, con- 
stans consideremus, relationes evadent aeqaenles: 
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nbi simpücilalis causa 3tatuimiis -^' ^^ = ^secJ — Beoav^ = rcosC, et 
•i+f!! — fl'^secJ"— Ä'^cos^//" = r^'cosC". C ei O' igitiip aii^os ex- 
primunt, quos lineae a lo«o cometae ad solem et teDurem doctae indudoMi. 
Porro adflotamns^ esse dacAcos^, *"« -^ — . Ex his seqnitnr 

dr sss ^aeeiewC-r- =» DcosCj- 

dr" 5= ^'sec^" Jf cosC-j^ =Z)"cosC"^7 

positis ^ sec j SB X^ et M ^" sec $" ss 1>". Quoniam nunc duss — de est, 
cvadet du^-i^^U 

df.^-\ ( ^i^;:;^ ) j^- df,. 

Haec ejqireaaio quum minns facile applicelur, obsw^^emus, qaum loci co- 
aietae non procol a se invicem distant, esse D proxime «s D^' et C proxime 
SS OK Qnodrca medium inter illas quanUtates adkibere possumus ; quo evadel 

(Jt ^A eliminemua, rektionem revocamus 

denotanle %f, unguium, quem format linea, a primo loco cometae ad tertium 
ducta, cum illa, quae ducitur a tertio loco cometae ad punctum quoddam, 
respectu tertii loci telluris eodem modo positum, quo locus primus cometae 
respectu primi lod telluris. Ex bis prodit 

Quantitatea in expressione ipsius dfi contentae in genere sunt positivae. 
Quae etiam in negatives abire possent, constantes sunt. Si O angulus sit 
obtusus, erit r'<ll'<l. Si c— ^cosjj in quantitatem abiret negativam, ^>>c 
esset, ex quo fit r'^?. Casus igitur duo, quibus Signum negativum in posi- 
tivum abiret, sunt illi rariores: si cometa solem et tellurem valde appropin- 
quaret, vel procul a sole esset remotus. In genere Signum igiiur remanet ne- 
gativurn. Si igitur correctionem hoc modo exprimamus 
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prima erit correctfo ntgitivi, teciuida pofitiTa, tortia negativa et sie porro 

df, « - tdr^ « +i'dn 

etc. 

Correelioiiei sunt (gttor alteraae postthrae et negativae, qnod ad rapi- 
Üoreoi caleuU approzbiiatioBefli erit uBHaripimn, Ut approziiiiatfonefli aealime- 
moBy ebaerramof eaae 

- ^^jy^ouC' e 



r+r" • e-f eeej 

uU D, JBstanlia a teUnre, plenmifae <r est et fiidor priuias ideo firaotas. 
Oaod ad aecoudam adttnel feetorem, ebaenfaBraf^ x Mse 0, li direelioBes oiotas 
eometae et tettarii rihi faivioeoi aiat paraDdae. % vero eat 180^, ri direetio- 
nea IDae aibi iai^cem alnt eealrariae^ ^od plwamqiie evenit, ^pnun cooietae a 
teOnre primam observantar. Valgo igitor jhctor etim poaterior eat fraetas» 
Oaeriroa ftdorei dao ipsia« / in g«ere fraeliones miat verae. 
Si ad dUFerenfias abire veKmas finitas habeaiai 



^1 
Ovuii JMB eil 

Bi fenere fit / post «ppioxünaöonem quandun constmu. Si igitur plan sunt 
ficte experimenta erit: 

qaaai vero 
erit 

1^ = -'- 

Hanc valorem ^tis / iaTentam ad uiteriorem adhibere posroiaus ap- 
proxiaiatioiieni. Qoom 

Crtne*t JoBma L d.M. tt^ XXV. H«fta. t7 
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hoc modo dft in IFdncüone <psias / expressnm obtinenos sicnü etiam dfy. Pro^ 
dit enim 

ex qnibas iQum polissinram eUgamas coeffidenlem, qu numeratorem habet 
minimmn. 

ConsideratioBem istam si ad exemplnm postrom adplicemos, valores sopra 
inventos ipsius log(r-^'r")saf »d nlteriorem adhibeamiu approximationem *} 

^,..0,30340 

—15 
/•,.. 0,30325 +16 

+ 1 
/,.. 0,30326 

^1^ = 0,00000, dft = 0, «l Sic: 

f ts 0,30326 

Calculum si priorem cum hoc yalore jam invento ipsius /*= logir-^r") itereonu 
evadent : 

/.. 0,30326 
logc. 8,86854 

«..+0,0622981 
logr.. 0,013209 
logr".. 9,990966 
/;.. 0,303246 

calcnloque denique repetito, hi resultant valores 

logc. 8,868529 

«..+0,0622964 

iogr.. 0,013208 

logr".. 9,990960 

A • 0,303244 

Quod postremus ille valor ipsius f a proximo duabns tantum unitatibus 
in ultimo loco differt, ex eo condudimus, valorem ipsius r-^r" omni com 
exactitudine , quam concedunt tabulae, esse invenlum. 

') Bandem comideratraoem «tiam ad logarithnot appUcari posse, tponte iatellegitar. 
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Ad demenUi oriAae l^vozimata detenninanda hos igitor adhibeaanifl valores 
« as + 0,0632964, logr » 0,013206, \ogr" as 9,990960 
Calcolos seqaeas ^ se habdiit: 



«..+0,0622964 
^cos^.. + 0,0349302 



log^.. 9,107325 

cos(«—0). . 9,86716 

8,974485 

log A.. 9,995965 

0,043435 

9,952530. 

cos(\— 0).. 9,997984„ 

9,954546 

log^'.. 9,283545 

co»(a" — 0") . .9,81091 

9,094455 
log H".. 9,9956406 



log (« + ^ cos ^) . . 8,987785 

log A.. 9,88046 
log^.. 9,107325 
log Jf. . 0,1 7622 
log^'.. 9,283545 

log^.. 9,107325 log^.. 9,107325 



8m(a—0).. 9,83024 



8,937565 
9,952530. 



taiig(\ — 0). .8,985035, 
\— 0..174»28'59",4 
K.. 37 28 16,6 

log^''.. 9,283545 
sin («"— 0") . .9,88223 

9,165775 
9,9373757, 



tangj'.. 0,593031 
9,700356 
9,954546 

lang 0.. 9,745810 
ß..29«6'55",0 



log^''.. 9,283545 

Uuig^"..0j353906 

9,637451 

. 9,943505 



0,0582649 lang(X"— 0") . . 9,2283993, taiig/3" . . 9,693946 
9,9373757, \"— 0"..17O»23'47",5 ß"..26»18'3",l 

cos( V— 0") . . 9,9938707, ?.".. 36 26 40,3 

9,9435050 

Er eo, quod \'^<C\ est, condudimus, motum comelae esse r^rogradum. Si 
his valoribns inventis r et r" computemus, obtioebimus: logr s 0,013212 et 
logr" s= 9,990965, ex quo caiculi veritatem concludünus. Porro fit: 

langß.. 9,745810 langism(\—ß).. 9,745810, 0,643278, 

cos C^^—X)- - 9,999930 tangtcos {\—Q,) . . 0,543278, cos(\—a).. 9,994550" 

9,745740 lang(\—ß).. 9,202532 tangi.. 0,538828 

tangß".. 9,693946 Ä.— fl..l89« 3'27",5 t..73«52'15",8 

0,949143 ft..208 24 49,1 
8,796597, 
sin{V^-^).. 8,253319, 

0,543278 

27» 
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«Ulf (K—A).. 9^302533 
cost. . 9,443782 
tangCv—A).. 9,758800 
u— ß..209»50'58",0 
9.. 58 15 47,1 

cotangi(p''—r).. 1,5930688, 
log iTr. . 0,006604 
1,5864648, 
— 38,58912 

+ 39,59028 
+ 1,ÖÖil6 

log 



taiig(A.'' -a).. 9,149496 

coit.. 9,443732 

(aiig(r'' - a) . .9,705766 

»"— Ä..306«55'31'SB 
V".. 55 20 20,4 

sin ^(0'< — v) . .8,4069314. 
log ^r^*. . 9,995480 

8,4024114. 
eonpl. ..1,5975886. 
—39,59028 



^..9,993396 

0,0005035 
langiC»— t) ..0,0071075 
K»— «•)..45*28' 7",7 
S-..327 19 31,7 
«wi(p—y) .. 9,845902 

log JL:.. 0,147494 



logy.. 9,705012 



log^».. 9,557518 
logw. . 0,039872 
9,597390 
logN. . 2,0107051 
1,6080951 
40,55974 
^..5,326081 



9,597390 
loglV". 1,9776034 

1,5749934 
37,58317 

8,370782 
45,953952 dies 



T.. 45,885821 dies 

Medium Sor. . . 45,919886 

Elenenta approximata orbitae cometae haec igitnr sunt: 

7.. 1842 December 15,919886 
T..327» 19' 31 ",7 
A..208 24 49,1 
i.. 73 52 15,8 
logy.. 9,705012 

Motns retrogrttius. 
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ObMrvalorPtfferMMAltoMeinyeBit: 31.1842 Dee. 15,9648, «•..337*37'21'S 
A..2a8«5M9'S f\.7d«52'22'S logf.. 9,70428. Dr. GaUs BeroUai etemmita 
lOTMiU haecce T..1842 Dac 15,9726, r.. 327* 30" 4'% A..208*1'36^ 
i.. 73* 9^2", log^.. 9,70356. Dom. Lmi^er Parisiis 7.. 1842 Dee. 15,8» 
y..328*32', ^..208*39', t..74«31', Io;f.. 9,70927. 

f. 8. 

Casus qaidam dantur, in quibos methodos sapra tradita apiriicari non potest, 
fi nampe, qaom tres loci geoeentrici eometae in eodem drcolo maximo cum loco 
medio taflnris apparentur, vel ad honcTalde approximantnr ; quoniam Iioccasn 
mmerator et draominator in ejqtressioie («) iprins M* vel nihilo fiant aeqnales, 
▼d tarn parrae evadont, nt menda obsenratioaam maximam ^m exereere possint 
Casos Uli exdpiendi in natura ipsa probiraiatis fontem habet stium. Si hoc 
ereiiret) qnod tarnen rarios fit, ad ei^readones ($. 4.) hasce regrediendum est: 

[H r''] (^ cos a — II cos 0) — [r r '1 (^ cos a' — Ä' cos ©0 

+ [rr^ (jP'co8tt"—ll"co80'O = 0, 

[r'r"](e«u»a— ÄsinG)— [rr'^Kf'sina'— Ä'sinGO 

+ [rrOCe" sin«''— Ä"8in0'') = 0, 

[r'r'lftangj— [rr"]g'langJ'' + [rr']f"langJ" = 0. 
E dnobus primis combinatioae facUlima dedncere possnmus: 

[r'r''](^cos(a—0')--Äcos(©— 00)— [rr''] (f«cos(a'— 00— Ä') 

+[ri^C?"cos(«"— 00— Ä"cos(0''— ©0) =« 0, 

[r'r'']Qsin(a'— a)+Äsin(0--aO)— [rr"]Ä'sin(©'— aO 

—[rr^lQ^sinCa"— aO— Ä"sin(©"— aO) — 0. 

Seeonda harum aeqnalionnm snppeditat hanc iprius ^' expressionem : 

Factor es ipsomm [r^r*']^ [rr''] et [rr^] in numeratore membri ultimi 
hiyns expressionis, at ordinatas solis, ad axem abscissaram relatas, cujus positio 
per a' est data, considerari possant, quae per Y, Y\ Y** desi^ari est licitum. 
Respecto membromm ordinis secundi habito, et posito: k{V' — i')^=^r^ k{V' — /) 
ssr', k{V — t)s=:r^\ hae relationes fadllime deducuntur: 
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irr']" £ÄÄ'J r *^^ ^ Ar*» Jl'»^P 

Ilis valoribus in ultimo membro snbstiliitis, in nolneraiore erit expremo, qnae 
seqnenU modo scribi polest: 

[R'R'q Y-^lRR^q r + [RRq F^ 
qnae ex (12) nihilo est aeqaaÜs. Restant tantommodo tennini com — ^ — •jc;^ 

mulliplicali. Si in bis pro Wstt^ iKwf '^^^^^ snbstitnantnr apj^zimati 



r t* 
— , — , tenninis ordinnm snpmormn neglectis, iDa prodiMt ipains ^^ e^qiresio: 

Hoe in casu a valore approzimato ipsins M progrediendmn est, qao calcnlos 
ad finem eiqierimentoram perindtor, et inde valores approximati ipsonnn r 
et r^' determinantur. Jam vero valor ipaos H^ interpolatione dedncitor* His 
subslitutis yaloribos ad accnratiorem ipsins M yalorem penrenitor, quocnm 
calcolns ad finem plernmqne perdnci potest, qnamvis in hoc casu exactitudo de- 
terminalionis elementonim orbitae sempw magis fit drcnmscripta, quam in eo, 
quo methodns adhiberi potest directa. 

$. ». 

Superest Jam examinare, qnomodo ex elementis taK modo proxime de- 
t^rminatis elemenia orbitae omni, quam concedant observationes, eura correcta 
deducnntur. 

Ad hunc finem tres inter se distantes diguntur observationes. Ope 
elementorum jam proxime determinatorum veras compulantur anomalias cor- 
respondenles v, r', r" radiique rectores r, r', r'V r'— r et r" — r angulos 
igilur, inier radios vectores r et r^, r et r'^ indusos exprimunt Si dmenta 
jamjam inventa vera sint, vdores compulati ipsorunik v^—v et r'' — o cum üs, 
direcle ex observationibus deduclis, congruant necesse est ; sicul vice versa diffe-* 
renlia horum binomm ydorum ex elementis minus rede suppositis existere debet. 

Ex observalionibns hoc modo v* — v et v** — v deducuntur. Unaqua- 
que observalione longitudo et laliludo geocentrica^ a et j. obtinentur. Ut ex 
Ulis longitndinem et latitudinem hdiocenlricam K et ß derivemus, ponamus, 8^ 
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T et CI0CO8 respectivos exprimere solisvtdloris et eomelae. Si igilnr de- 
siffnraius an^uni CTS per y, erit 

cosy sss cas(a — 0)cosJ, 
qnoniam 8TC* s a — 0. In triangido CTS duo sopponimns latera II et r 
eognita, sicuti angulas 7 lateii r oppositas; qoocirca nngabxs SCT ^ i/\ deter- 
miaetor ex relatione 

sint, SS — siny, 

ei deinceps est etiam angnlua C8T s x cognitus. In pyramide triangulari 
CCiST ^) habemos: 

Designet jam L bngitudo tdloris heliocentrica, erit ^ss L + C^ST. Hoc 
igitur modo longiladines et latitndinea cometae heliocentricae pro tribus observa- 
tiönum temporibos determinanbir. Sint COO* loci cometae bis ipsis temporibos, 
CgCifCi^^ proj^ctionea boram punctoram in planum edipticae) erint in triangnlo 
apberico, quem formant punctaC etO' cum polo edipticae, duo latera 9<y' — ß 
et 99'— 0' cognita, aicuti an^us polaria V— \; et relationes prodibunt baecce: 

C08(r'— r) SS cos(\'— \)co8ßco90' +8in08in0' j , ,^ 

cos(r"— r) « co8(\"— \)eos0cos0"+8inß8in0'M 

Differentiae inter bo9 valores ipaorum v^—v et o'^— et illoS) qui ex 
elementis fiierunt dedueti, ex elementis minus accuratis txistunt Sint igitur 
m' et Hl'' yalores ipsorum v'—v et v*' — v ex elementis deducti, ut etiam fx 
et fA'' yalores bamm quantitatum superiori modo determinaü. Sint porro ^m\ 
Jm", JfA', ^jti" variationes, quae in m\ m", jx', jüt" ex correctionibus elemen- 
torum ipsorum nascuntur, erint 

His duabus aequationibus correctiones, quae tempori transitus cometae per peri- 
helium et distantiae minimae sunt applicandae, ut observationibus satisfiant, ob- 
tinentiir. His autem elementis accurate determinatis , eadem cum exactitudine 
ex iis cetera deduci elementa est licitum. 

Ut aequationes (6) evolvamus formulas motus parabolici, supra (§. 3.) 
inventas, revocamus 

1) C, est projectio puocti C 10 planam edipticue. 
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/ ^ fl/2(lwigir+itaiig»ir)» 

et rapponimos, tempns transitos per periheUnm minimamgae üstastimi ■»twjwfff 
per S designatas variationes subire ; facta Tariatione elicitor 

— L SS — ^-^tMag^vSv 

qnibiis varitliones radii vectoris et anomaliae yerae, variilioiiifciis ipsomm f 

et t correspondentes, detemüiiaiitiire Ut viriatioiies Iragtadiato et htibidiBis 

hettoceBtricae, iK e\ Sß conflequamiir, expressioaes ipsomm ß et CgST npn 

iayeiilas yarieaitts, et retineamiu^ ^ et y aon yariari, et esse J\ ss S.CiST; 

quo ftt 

iß SS tangßcotaafx.^K. 

Jam yero est 



ideoqae 



*ij « — laiigii^ 



i 



an 



iß s tauf ta&f 1) eotangn— ^ • • • • (^) 

Pro leagitadiae etiam fadUine dedadmw: 

iK » co6Cii$r(laiifx^x— tanfß^ß) | 

= eetaaj CtiSr(taiifittaiifi|^ — laaja^ß)! 

Ex kis fomalis (#0 ^ (AO variatioiiea loagiUidiaam et htitadinoai 
camm dedacuntar pro tribos obseryatioBibiui, qoas ad demrata ooRifenda 
fioias. Qoas yariationea) si yalores ex (d^') labititiiantBr, ia ftnctjonibia 
ram if et St expriairatiir. 

Ovam yero aapra («0 tayeninas 

cosfi' SS cos(X.'^Ä.)cos0eosß' + nB0sin3'. 
ad faciliorem ipsias (a^ compalationem angalaai e* iatroducaaiaf ax]liarea^ at 

rin^T = cosHC^'— ^)«»ßcos0'. 
qao fit: 

$^ == -lanfi^ltoagiC^'— M(*^'-*M + t»Bfa*ß + taDf0-l3'), 
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el exinde 

quo prodibit 

V = — llangift'{lang|(ß + 0' + ir)(^0 + ^ß' + ^<r) 

Si in (^0 valores qnantitatam ^ß, Sß\ Str supra inventos substituamus, quan- 
titatem iß* per iq el St ei^ ressam obtinebimus. 

Ut etiam im per easdem exprimator quanlitates, recordari solummodo 
est opus, esse ims=iSv* — Sv, et qoantitates Sv' et Sv ex Qd*') determinari. 

Diias igitur obtinebimus hujus formae aeqoationes 

qaum vero est i\k* — im^^s^m* — jxS eril 

Eodem modo primae et tertiae observationia combinatione conseqiumur 

ex quibus doabna aeqaationibns (Ar^ et (Ati^) qnantitates incognitae iq el Sl 
eliminalione dedncuntnr. 

Jam diatantia in peribeUo et tempns transitus accurale essent determi-* 
nata, ai calcnhia fhisset rigorosoa« In aeqnationibos (Jk) vero formandis quan- 
titates ordinia aecnndi fuerunt negleetae, quocirca calculum com elementis ita 
eorreclia idemtidem renovari necesse erit, qnousqae yalores quantitalum ^ el I 
obtineanlor, qm tarn prope, quam fieri potest, observationibus satisfaciunt ; ad 
qnem finem tres plenuuqao requiruntnr calcnU repelitiones» 

Qnnm lali modo disbüitia in peribelio et tempos transitoa summa cum 
diligaiUa fuerunt detenoinata, ex bis cetera eodem gradu exactitudinis facillime 
computantur elementa. Valoribus scilicet ipsorum Sq et Sl, ultima calcuU ope- 
ratioae conseculis, in aequalionibus (^0 ^^ (/^) substitutis^ valores compu- 
tantur correcti longiludinum latitudinumque beliocentricarum A. et ß pro tribus 
temporibus observationum. Hamm ope incIinaUo, orbitae et longitudo nodi 
ascendentis et denique cetera elementa ex formulis in §.6, traditis eliciuntnr. 

In casibus evenire potest specialibus, ut elementa hoc modo correcta 
non nisi imperfecle observationibus salisfaciant, ex quo concludere licet, come- 
tarn non in parabola, ut supposuimus, moveri, sed in eUipsi vel hyperbola. Orbi-« 
tae hyperbolicae in Astronomie minoris sunt momenti. 

CrcUe*t Joomal f. il. M. Bd. X^V. Hefl X S8 



\ 
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S- 10. 

Supposillb orbitae parabolicae comehumm rigorose non est vera et, in- 
riuitis casibus^ qui orbitam efficiunt elipticam vel hyperbolicam, cum iis, qd 
parabolicam producunt^ comparatis, parum verosimilis. Qaiim cetemm cometa^ 
qui in orbila moveatur parabolica vel elliptica, semel tantummodo nobis sit 
visibilis, probabillter adoptare possumus, cometas, qoi in orbitis tallbus mo-^ 
ventur, si alioquin existant, janl pridem peribelium suum transiisse, nos vero 
nunc temporis cometas tantummodo observare, qui longiore vel breviore tem- 
poris intervallo orbitas suas circa solem describant, qui ceteroquin Astronomiae 
maximi sunt momenti. 

Si copia bonarum observationum ante et post transitum comelae per 
peribelium reperiatur, seqnenti modo aliqna cum probabflitate tempus revolulio- 
nis determinari potest. Ponamus, parabolam^ quae proxime omnibus satisracianl 
observalionibus, fuisse determinatam, et v, v*, v*^, v*** etc. anomalias esse veras, 
sicuti r, r', r^^, r*** etc. radios vedores tempoi-ibus observationum correspon- 
dentes; sint porro r'— rasjii^ v**—vtszm\ r'" — rssm" etc.: ex metbodo 
superiori m, m*, m** etc. ^k, (i*, {l** etc. computantur. Posito: 

m—(A=^M, m'—(i^^M', m"— pt^ssilf", m'''— fÄ"'= Jlf"' etc. 
Si jam distantia in perihelio quantitate minima variatur, et hoc sit casu: 

m— (i = 2V, m'—yJ^N*, m''— itÄ"= iV, m"— jüt^'s iV'^' etc. 
Alia in bopothesi tempus transitus quantitate variatur perparva, distantia 
in perihelio eadem retenta, quae in primo erat casu; et sit jam: 

m—fi^P, m'—(i^^P', m''— jx"=P", m'" — j»''' = F"^ etc. 
Denique retineantur distantia in periheUo et tempus transitus, qualia in 
primo erant casu, computentur antem anomalia vera v et radius vector r^ 
orbita supposita elliptica, in qua excentricitas e proxime est unitati aequalis^ 
ut differentia 1—e perparva assumi potest. Utvalor tpsios v obtineatur, nihil 
aliud est opus, quam ut ad valorem, primo casu in parabola computatum, an- 
gulus addatur parvus, cujus sinus est 

iV(l — ^).tang|r{4 — 3cosH«^— öcos^ir}. 
Hoc valore ipsius r introducto in formula 

Talor eblinetiir correspondens ipsius r. 

Eodem determinanlur modo r', r', t?"^ r", r'"^ r'" etc. ex quibus iw, 
m', m**, m'" etc. (u. je*', ja", jüi'" etc. Sit hoc casu: 
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m-'fi^Q, m'-^fL'^Q*, m"— |üt"=(?^ m'''— f^'^' = ö'" etc. 
Sit u numerus^ cum quo variatio supposita distantiae in perihelio multiplieari 
debet, ut vera prodeat, t numerus , quocum variatio temporis transitus mniti- 
plicetur^ s vero numerus, quocum valor suppositus ipsius 1 — e multiplieari 
debet^ ut pfodeat verus; seqnentes formenfur aquationes: 

etc. 
ex qtiibus valores ipsonim u, t, 9 quam proxime bis omnibus aequatlonibus 
satisfacientes metbodo soUta determinantur, et tali modo vera distantia in peri- 
helio 5 verum tempua transitus per perihelium et verus ipsius 1 — e valor cou- 

seqneaUir. Semiazis m^jor erit jam j^ , et teiqpus revdutiimls s (r£r) > 

4is(aiilia media aolis mdtati aequali poaila. 

Quam exacte autem qnis suas instituat observationes, tanta tarnen in lern« 
pore revolutionis definiendo restat incertitndo ^ ut ea solum via certum tempus 
revolutionis definietur« si cometa idem ad perihelium suum revertens observetur 
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Einige BemerkuDgen über die Prineipien der Caoehy-> 

sehen Residuenrechnang. 

(Von dem Herrn Professor Dr. Rmiike in Bonn.) 



JLfie Coefficienteu der nach steigenden Potenzen von s foriscfareiteudeu 
Ent Wickelung von f{x + b) werden bekanntlich, wenn diese Bntwickelong 
nur positive Potenzen von € enthält, in der DitTereutialrecbnung, und wen» 
sie auch negative Potenzen enthalt, in der Besiduenrechuuug behandelt. 

Caud^ stellt in seinen y^Exercices'' Gesetze auf, denen die Coeflß- 
cieulcu der negativen Potenzen von i (die von ihm sogenannten Residuen) 
gehorchen. Es durfte aber noch nöthig sein, sich vollständig Rechenwhaft 
von der Natur derjenigen Functionen zu geben, welche zu solchen nega*- 
(iven Potenzen fuhren, damit man diese Gesetze nicht auch da anwende, 
wo sie nicht mehr anwendbar sind. 

Es durfte demnach bei den vielen und wichtigen Anwendungen, welche 
die Residuenrechuuug in der neueren Zeit geftinden hat, nicht ohne In- 
teresse sein, die Grundlagen dieser Rechnung so weit zu untersuchen, als 
nöthig, um über die Grenzen der Gültigkeit jener Gesetze und somit fiber 
die Statthaftigkeit der aus ihnen gezogenen Resultate ein sicheres Urlheil 
fällen zu können. 

Bevor ich hierauf eingehe, erlaube ich mir. Einiges vorauszuschicken, 
was sich auf die zum Theil noch herrschenden Ansichten aber die Bedeu* 
tung gewisser Rechnungsformen bezieht» 

Man hält z. B. den Werth der Ausdrucke \ und logO fOr unendlich, 
weil für ein unendlich klein werdendes x, lim(l:ar) als ss oo, lim log or als 
SS — oo angesehen werden kann. Allein die Verwechslung von \mf{x) 
und f{0) rechtfertigt sich, wie aus dem Begriff der Grenze unmittelbar folgt, 
nur da, wo f(x) bei x=.0 continuirlich ist."^) Dafs \ix und \ogx aber 



^) Auf dieser Verwechsehing beruht auch unter anderen das Doppelrcsultaf, 
auf welches Caticht/ in seinen Lc^ons snr le calcnl mfinii^sunal p. 2. gekommen ist, 

J- ± 

wo er eincrseils lim(l + jr)'' = 1^^*, andrerseits lim (l+:r)* = e findet. Das e ist in 
der Tiiat die Grenze und wird auch von dmchy mit AnsschlieliMing des 1^"^ benutzt. 




bei xtsO discooliofiirlich «nd^ IkM sich scbon daraus scbliefeen^ dafs, 
^enn x vom negativen Unendlich - kleinen znm positiven Uaendlich- kleinen 
llbergeLty — den Sprung von — oo zn +» Q»^ logar den Sprang vom 
imaginären CnendUcben zum negativen Unendlichen macht. Bringt man ubri- 
gemsr, wie es am natörlichsten ist, den Begriff des Unendlichen mit dem 
Unendlich -kleinen m Zusammenhang nnd erklart ^l-ab Unendliche fSr den 
Werth eines Quotienten mit endlichem Zähler und unendlich kleinem Nen- 
ner, so darf man schon deswegen 1:0 nicht als unendlich ansehen, weil 
der Nenner aufgehört hat, unendlich klein zu sein, wenn er in Null uher- 
g^gMgeo ist. 

Data man den Formen 1:0 und logO gar keine Bedeutung, d.h. 
gar keinen Werlh (auch nicht in dem Sinne, wie man von „imaginären 
Werfheu" spricht) beilegen darf, gebt daraus hervor, dafs dieselben nicht 
mehr die das Wesen der Quotienten und Logarithmen bedingenden Grund- 
Eigenschaften besilzen. Die Quotienten -Eigenschaft (mit dem Divisor mul- 
tiplicirt den Dividenden zu geben) gebt der Form 1:0 ab, weil die Summe 
von Nullen, wenn man sich auch deren Zahl ins Unendliche vervielfältigt 
vorstellt , nie etwas anderes als Null geben kann. Eben so wenig pafst die 
Logarithmen -Eigenschaft auf logO, und die bekannte Formel, welche die 
Werthe jedes Logarithmen giebt, nämlich log nata s /r + (2itr + ^) /* — 1 
(wo Ir den reellen Werth des natürlichen Logarithmen des Modulns von 
a voratellt) wflrde für a=^0 auf ein Argument ^ fahren, dessen Sinus 
mit seinem Cosinus zugleich verschwindet. Mit jenen Grund -Eigenschaften 
verlieren aber natürlich auch die auf dieselben gegrflndeten Divisions- und 
Logarilbmalionsformeln ihre Anwendung ; wie es schon indirect die wunder- 
lichen Resultate bezeugen, auf die mau kommt, wenn man Divisionen durch 
Null und den Logarithmen von Null in den Rechnungen statuirt. 



Dm Grand aber, den er für die Verwerfung des 1^* anführt, durfte nicht Statt finden. 
Kr sagt nimlichy der Ausdruck 1^* könne deshalb nicht zur Bestimmung der Grenze 
dieoeOy weil er unbestimmt sei. Dals 1^"^ unbestimmt ist, ist uun zwar insofern wahr, 
als t*j d. h« eos2nfKx4*V*(**t)sin2nir Jfy bei unendlich grols werdendem x nur eines 
einsigen (des ii = entsprechenden) beslimmten Werthes (Eins) fähig ist und übri- 

Sens bei wachsendem x periodisch eine unendliche Menge von Werthen durchlauft« 
Hein diese periodischen Werthe sind sammtlich imaginär, bis auf die beiden Werthe 
-1*1 und — ly so dafs / nicht einmal anuähcrangsweise als einer der Werthe von l^*» 
betrachtet werden darf. Das 1^"° ist gar kein Grenz werth, weil es der Substitution 

von Null für x entsprungen ist^ w&hrend (14-^)^ bei jr = keine Continuit&t hat« 
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es nötbig, sich noch auf Weiteres sa berafeoi so liefise sich 
noch Folgendes erwähnea« 

Erhält man nämlich bei Lösnng einer analytischen Aufgabe ein ße* 
snUat, in welchem eine deijenigen Formen vorkommt, die weiter unten als 
fverthtos werden bezeichnet werden, und zu denen auch 1:0 und logO ge* 
hört, so existirt entweder, erstlich, gar keine Lösung, weil die Bedingungen 
der Aufgabe einander widersprechen, oder es entsprechen, zweien», ver- 
schiedenen Einzelfällen verschiedene Resultatformen, die sich nicht auf ein- 
ander zuräckfohren lassen, und der Grund des Erscheinens der werthfosen 
Formen war dann die Anwendung von nicht allgemein gulligen Gleichungen« 
oder (wie he* der Benutzung der Methode der unbestimmten CoSfBcienten) 
die Vorausbestimmung einer Form für das Resultat, deren dasselbe nicht 
fiberail fähig ist. Jedenfalls läfst sich aber die Rechnung, unter Vermeidung 
aller nicht allgemein gültigen Rechuungsregeln ( wie z. B. der Divisionen 
durch einen des Werthes Null fähigen Ausdruck) , so umändern, dab keine 
werthlose Form im Resultat auftritt, und man erhält dann im ersten Fall 
eine Gleichung von verständlicher Form, die aber in offenem Widerspruch 
mit dem Gegebenen steht, im zweiten Falle das richtige Resultat in einer 
von der erst erhaltenen verschiedenen Form. ^) Die Ausdrücke i, logO 
etc. können also nie als die Resultate selbst angesehen werden. 

Ein Beispiel der ersten Art giebt die Bestimmung des Dorchschnitts* 
puuctes zweier Geraden yssax + ft und y ^siafx-\-V far den Fall, dafs 

a^af und b^h* ist. Der Ausdruck fSr die Absctsse des Durchschnitts- 

punctes nimmt für assa' die Form 1:0 an, und man giebt dabei, indem 
man die Bedeform „die Geraden schneiden sich im Unendlichen'' dadurch 
übersetzt, „dafs sie sich nicht schneiden,'' schon zu erkennen, dafs es 
keine Abscisse für den vorausgesetzten Punct giebt und dafs also 1:0 ein 
diichtvorhandensein des Gesuchten anzeigt. Vermeidet man bei der Be-^ 
Stimmung der Coordinaten des Durchschnittspunctes die Division durch das 
nachher Null werdende a^a'j so kommt mau'auf die verständliche Glei«* 



^) Hierin UDlerscheidea sich wesentlich die tocriUoMen von den imaginärm Re- 
sultaten. Wie man auch bei einem einmal erhaltenen imaginären Resultat die Rechnung 
umändern mag: immer kommt man auf Schlnrsgleichungeny die eich auf einander za« 
ruckfiihren lassen; und dies bestätigt den beweisbaren Sats^ dafs wohl imaginäre, nie 
aber w.ertblose Formen in die Rec^iung zugelassen werden dürfen. 
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choDi; b =s b^^ welche den Widerspruch mit den BediaguDgeo der AiiFgabe 
offen darlegt 

Beispiele der zweiten Art kommen nnter andern da vor, wo mau 
fOr eine Linie, deren Lage man noch nicht kennt, die Gleichong y = ( j: -|-^ 
statt der Gleichung ay-|-^^ + ^^=^0 anwendet, weil die erste Form die 
mit der Ordinalen -Achse parallele Richtung (deren Gleichung die Null 
zum Coefficienten von y erfordert) nicht mit umfafst. 

Femer giebt ein Beispiel das bekannte Verfahren, das Integral 

fx'^^a + ba^ydjc unter Benutzung der Formet fx^^'^^a -{- bx'')dx «= 
^-^^ — r~r Auf ^>Q einfacheres zurQckzufähreD. Da nämlich die letzte 

bnlp + l) 

Formel weder für b szO^ noch för n s= 0, noch (ür p ^s — i richtig istj 
no ist auch die in diesen Fällen in das allgemeine Resultat eingehende 
Form ^ gerechtfertigt und sogar notbwendig. Jedem dieser Falle entspricht 
eine eigeuthOmliche ResuUatform, die jede fiSr sich aufgesucht werden mufs. 

Endlich liefert ein Beii^piel dieser Art die Aufsuchung des Integrals 
/x'^dx, wenn dieselbe so geschieht, dafs man dessen Werth vorlaufig 
durch ax"^ bezeichnet, und a und m so bestimmt, dafs ax"* dem Differen- 
tial von x" gleich wird. Da sich für it ss — 1, azsiiO findet, so mufste, 
wenn 1:0 = 00 und nicht ein wertbloser Ausdruck wäre, welcher verräth, 
dafs die vorausgesetzte Form des Integralwertbes eine unrichtige war, 
nothwendig das Integral auch einen unendlichen Werth haben. Niemand 
aber hat noch versucht, hier, wie auch im vorigen Beispiel, eine Auslegung 
des unendlichen Resultats aufzustellen. Erwägt man, dafs man bei solchen, 
so häufig vorkommenden Gelegenheiten factiscb die vermeintlich unendliche 
Form stets wie eine Nichts bedeutende verworfen bat, so wundert man 
sich mit Recht, warum mau erst so spät dahin gekommen ist, es offen aus- 
zusprechen, dafs sie an sich der Bedeutung ermangle. 

Die werMosen Formen darf man als ein Zeichen der Vollkommen- 
heit der Analysis ansehen, da sie durch sie die Mittel hat, es anzuzeigen, 
wenn in den Rechnungen unrichtige Voraussetzungen gemacht, oder For- 
meln von nicht unbedingter Gültigkeit benutzt wurden. 

Ohm bezeichnet in seinen Schriften, aufser dem Quotienten 1:0 und 
dem logO, auch die auf die Einheit als Basis bezogenen Logarithmen als 
unzuläfylicbe Rechnungsformen. Es unterscheiden sich indefs die zuletzt 
genannten Logarithmen von den übrigen nur dadurch, dafs sie weniger 
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Werlbe haben, und dab ihoea namenllich der vou Cauchjf sogeaaDufe 
Haoptwerlb C^aleur principale) feblt Denn stellt loga den Logarilhmiui 
von a für die Einheit als Basis vor, so ist 



I log, nat. g log, nat a 

*^S« — log.ntt.1 ~ 2wfiV^(-i)' 



(und in der That hat man, wenn r den Modulus nnd ^ das Argument von 
a vorstellt, 

1 2»n/(-i) ^ e^^(cos(2»'?r + (p) + ir(— l)»in(2ii'T+^)) « «). 

Es hat ahso loga nur für n=sO keine Bedeutung und nameuliicb filr ein 
positives a keinen reellen Werth, während die übrigen Werthe noeh uih 
verkürzt existiren. 

Andrerseits niufs man aber, was Oim uueröriert lie(s, auch die ima- 
ginären Potenzen von Null zu den werthlosen Formen zählen, da die 
Formel, welche zur Bestimmung der Werihe imaginärer Potenzen dient, 
eine einen Widerspruch enthaltende Form in sich aufnimmt, sobald der 
Dignand in Null übergeht. 

Da nun alle negativen Potenzen vou Null zugleich mit l werfhioa 
werden, so müssen wir die negativen imßgkiären Potenzen v^n Null, so 
wie den ^eper sehen Logarithmen von Null für bedeuiungsloe erklären; 
und zwar sind dies, wie man sich leicht bei der geringen Zahl der aniK 
lytischen Verbindungsformen überzeugen kann, die einzigen werthloMQ 
Grundformen, wofern man der Bequemlichkeit halber ^ als am den negativen 
Potenzen von Null. gehörend ansieht. 

Es ist oben bemerkt worden, daCi auf ein allgemeines Beaultaty 
welches in einem einzelneu FaUe wertblos wird, das diesem einzelnen Falle 
etwa entsprechende besondere Resultat sich nie zurückfübreu lasse. Zuweilen 
existirt jedoch eine allgemeine Form für das Resultat, aus welcher beidOf 
jenes allgemeine, wie dieses besondere Resultat, hergeleitet werden können. 
Sind auf diese Weise beide Resultate einer gemeinsamen Form (abig, so 
nennt man nicht pas:$eud die werthlose Form des allgemeinen Resultats 
einen nnbestimmlen Ausdruck, und das specielle Resultat dessen wahren 
Werth. Das Verfahren bei der Aufsuchung des sogenannten wahren Wertbes 
läuft auf nichts anderes binauS| als auf die Ermittelung jener gemeiusa- 
nieu Form. 

So werden die Gleichungen y = mX'\^n und zsa px-)*^ (von 
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welcbea die erste die allgemeioe Gleichaug für alle mit derOrdiaaten-Axe 
nicht parallele Lioieo, die zweite die besondere Gleichung der mit der 
Ordinalen -Axe parallelen Linien vorstellt^ and von denen daher keine die 
andere in sich begreift) gemeinschaftlich repräsentirt dorch ay^hx-^-etssQ^ 
und obwohl Qss^px-^^q nicht aus y-=:m:p-{-ii hergeleitet werden kann, 
so lälst sich doch die gemeinsame Form ay+6a?-}*^ = aus y = ma? + it 
finden 9 und so die letzte Gleichung indirect zur Bestimmung von = 
px^q (des sogenannten wahren Werlhes von ^rssmar-f-n für a=:0) 
benatzen y indem man^ ehe man den Debergang %vl :±sj9d?-f-7 niacht, 
mit den den Nennern von m ond ü gemeinsamen Factoren mnltiplicirt 
und dadurch den Coefficienteu von y der Null gleich zu werden befähigt. 
Nie aber kann man sagen, dafs = ;rx-}*7 ein besonderer Werih von 
yssmjp-f-n sei. 

Zu solchen sogenannten unbestimmten Aosdrflckeu (die sich übri- 
gens alle ä priori construiren lassen) gehören Wal' (wo a positiv und b 
negativ^ oder a und 6 imaginär zu nehmen siud)^ logO"* — logO" (wo m 
und n reell und imaginär sein können) , (VlogO^ (wo p und q nur positiv 
sein dörfen ) etc. 

So sind z. B. die Ausdrücke (2ar'— 5a?*y+»^-S (a? + 3j?*)*-^^-^ 

und log (na: 4*^^)"^ — log(6;r~^ — x'^) flir ^ssO dorchaus ohne Bedeutung, 
haben jedoch (anfser fflr x == 0) einerlei Werth mit den Ansdrflcken 
x'(2— 5d?7+^-S (l+3x*)*-*»^-' und log(a + d?r^— log(6— a^)^, die auch 
fOr J?s=s0 einen Werth besitzen; und das, was man die wahren Werthe 
nennt, nämlich und log a""' — log 6^ sind nicht, wie es scheint, Werthe 
jener ersten Ausdrficke, sondern Werthe der zweiten allgemeinen Formen. 

Dw Folgenden wegen werde noch bemerkt, dafs der sogenannte 
wahre Werth von (FlogO^ unter allen Umständen der Null gleich ist, so 
dafs hier der Ausdruck „Unbestimmtheit," selbst in dem üblichen Sinne ge- 
nommen, seine Bedeutung verliert Es kann nämlich kein Ausdruck in OlogO 
übergehen, wenn er nicht die Form mx'^Xoginy^) hat und x und y gleich- 
zeitig verschwinden, während a und b positive ganze oder gebrochene 
Zahlen sind. Zu den allgemeineren Formen aber, welche sowohl sämmt- 
liehe Werthe dieses Products einschliefsen , als auch eines Werthes für 
or = y =s fähig sind, gehört unter andern der Ausdruck mx^'Aogn 
-fmlogCx^)'^, und dieser, wenn man vom letzten Logarithmen (logO^ oder 

OreU«*i Jonnua f. d. M. Bd. XXV. »eftS. 89 
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log t) nur den Hauptwerth berücksichtigt, gebt io Nali über, sobald x oud y 
verschwinden. Weifs man nun, daCs die erste Form ein vollständiges 
Resultat war, so ist, weil die nnendlicb vieldeutigen Formen iilogr und 
logt^ flir « = nur den Hauptwerth mit einander gemein haben, die Null 
als der einzige Werth des speciellen Resultats anzusehen. 



$• 1. Uülfssätze. I. Versteht man unter normaler Entwicklung 
einer Function jede nach positiven ganzen Potenzen fortschreitende, noch 
iur den Nullwerth des Fortschreitungsbuchstabens gültige Reihe, so ist, 
wenn x^ einen besonderen Werth des veränderlichen x vorstellt, 

die Function f(Xi 4* ^^^^ ^ tiormal entwickelbar, so ofl weder f{x^ 
werthlos ist, noch f(x) Potenzen mit gebrochenen oder veränderlichen 
Exponenten enthält, deren Dignand für x^z x^ verschwindet. ^) 

Daher ist denn auch Jede Function f{x) einer normalen Entwick- 
lung nach X fähig, so i^ sie weder für x=zO werthlos wird, noch Po-- 
lenzen mit gebrochenen oder veränderlichen Exponenten enthält, deren 
Dignand für x=^0 verschwindet 

Die einzige Function f(x)^ welche sich nach ganzen positiven Po- 
tenzen von X entwickeln lädst, ohne noch für x=0 gültig zu bleiben, 

also ohne normal zu sein, ist die Function A^y wenn A die Form 

A = l + aji^+fl^ar^-j-öja:*-!-,... 
hat. Da nun mit dem Dngfiltigwerden (ur J7s=:0 die entsprechende Reihe 
nicht nach dem Maclaurinscheu Lehrsatz hergestellt werden kann, und 
die Residuenrechnuug sich auf den Taiglorschea Satz stfitzt, so kommen 
dergleichen Functionen in den vorliegenden Untersnchnngen nicht in Betracht 

IL Verliert eine Function f(x) (ür x=iXi ihre Bedeutung, so sind 
sämmtliche Diflerenzialcoefficienten derselben für x^=sx^ werthlos« 

IIL Ist Xi ein Wurzelwerth einer algebraischen oder transcendenten 
Gleichung f(x) = 0, so läfst sich f(x) auf die Form (a? — x^y^(x) bringen, 
wo a eine positive ganze oder gebrochene Zahl vorstellt und (P(x) eine Func- 
tion bedeutet, welche für a? = Xi weder verschwindet noch werthlos wird. 



^) Hier, wie überall in der Folge, sind die Quotienten und Wurzeln unter dem 
Begriff des Products vid der Potenz subsumirt 
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Die vorstehenden drei Lehrsätze lasse ich hier, am die Grenzen dieses 
Aufsatzes nicht za sehr auszudehnen ^ vorläufig unbewiesen, und berufe 
mich hinsichtlich der Beweise auf mein nächstens erscheinendes Handbuch 
der Difierenzial-y Residuen- und Variationsrechnung. 

S« 2. Erklärung. Existirt eine positive ganze oder gebrochene Zabln, 
welche so beschaffen ist, dafis (x — Xiyf(x) für x^=sxi nicht werthlos 
wird, wenn auch f(Xi) werthlos sein sollte, so werden wir /"(o?) „für a? = ar^ 
reductibeP nennen. Bben so werden wir, da jenes Prodnct für x — a?i = f 
in e^fiXi + ff) abergeht, in diesem Falle auch /^(or^ -f- »9 fär f = reduc* 
tiber' nennen. 

$. 3. Von den Farmen, nach welchen eine Function f(Xi + f ) sich 
entwickeln läfsty wenn eine normale Entwicklung nach i unmöglich ist, 
mit besonderer 'Rücksicht auf die ReductiUlitdt derselben. 

Ist Xi ein Werth von x, für welchen fCXg-^e) nicht normal ent* 
wickelt werden kann, so kommen nach S« 1. I. in f(x) Potenzen vor, de- 
ren Dignand, oder Logarithmen, deren Logarithmand für x^=i x^ verschwin- 
det^ d. h. (zufolge %. 1. 111.) Ausdrficke von der Form 

1. [{x—x^fyY oder 2. log[(a?— ar,)»y], 
wo a eine positive ganze oder gebrochene Zahl, y aber eine Function 
vorstellt, welche für ar = ar| weder verschwindet, noch werthlos ist. 

. Ist nun z einer jener Ausdrficke, so läfst sich im allgemeinen f{x) 
nach dem üfartocnitscben Lehrsatz normal nach z entwickeln, so daCs man 

erhalt, während, wenn z der einzige, die normale Entwicklung hindernde 
Ausdruck war, ir, «1, u^^ tij, .... für x^=zx^-\'S sich normal nach f ent- 
wickeln lassen. 

Es sei nun 
A. der üfac/otirmsche Lehrsatz för die Entwicklung nach z an- 
wendbar, und zwar sei 

I. in der Function f{x) nur ein Ausdruck z vorhanden, welcher 
A^i + ^) Qd<^h s normal zu entwickeln hindert, und dabei dieses z von 
der Form (1.). Alsdann erhält man, wenn man u^y^ durch r^, W2>'^* 
durch V2 etc. ersetzt, 

f{x) c= 11 + ^1(37— a?i)«'* + r2(a?— a?i)'«'^ + r3(j?— arj'*~ + ..,., 
und wenn hierin o? mit x^^^s vertauscht und durch (m), (ti), (Vi), (t^j), .... 
Das bezeichnet wird, was durch diese Substitution aus m, u, t^i, t?2, ••.. wird, 

29* 
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während (ti), {Vi)j (r^), ••.. sich normai nach € entwickeln lassen. 

Ist nun 1. am eine positive gebrochene Zahl (also aocb (m)s=zm)j 
so ergiebt sich, wenn mau diese Reihe (5.) nach Potenzen von s ordnet, 
eine nach positivem (ganzen und gebrochenen) Potenzen fortschreitende 
Entwicklung, in welcher am der niedrigste gebrochene Exponeut ist. 

lu diesem Fall ist fix^) nicht werthlos, und daher f(x) in Bezug 
auf x^ssxiy und /^(j?^-{-f) in Bezug auf € = 0, reductibeL 

2. Ist m eine uegative ganze oder gebrochene Zahl (also auch 
(m)=sm}, so läfst sich f(jCi-^i) nur dann nach steigenden Potenzen von 
£ ordnen, wenn die Gliederzahl in (3) endlich ist, also wenn das z in f{x) 
weder in einem Logarithmen, noch in eineai Exponenten, noch in dem 
Dignaiiden einer Potenz mit veränderlichem Exponenten, noch endlich iu 
einem mit einer nicht positiveu ganzen Zahl potenziirten Binom oder Poly- 
nom vorkommt. Ist diese Bedingung erfüllt, läf^*t sich also f{x) durch die 
einfache arithmetische Behandlung nach z entwickeln, so werden wir sagen, 
z komme in f{x) in anfacher Form vor. Es enthält alsdann /"(^i + O 
einen endlichen gröfsten negativen Exponenten zu €, und daher ist, wenn 
— n diesen Exponenten vorstellt, für ^/*(^i + ^^^^ ^^^^ steigenden po* 
sitiven Potenzen fortschreitende Entwicklung möglich, welche dieserhalb 
fQr € =: nicht werthlos ist Demzufolge ist f{x^ 4" ^) ^^^ € = Q und 
f{x) für x=:Xi einzig und allein dann reduc&ibel, wenn z in f(x) nur 
in einfacher Form vorkommt. 

3. Ist m imaginär, so erscheinen iu der Entwicklung von f(Xi*\^i) 
imaginäre Potenzen von t, so dafs die Beductibilität unmöglich wird. 

4« Ist m veränderlich, und reducirt sich ma för jrs=Xi auf i, so 
dab ma = f +^ und s eine mit x — x^ zugleich erscheinende Function ist, 
80 hat man, wenn (s) Das bedeutet, was aus s (ur x^=sxi'^€ wird, 

^t«» =:^'+^') = f^'(i4-2(*)log6 + 2(*)Mogf'+....) etc., 
während (#), (^)^ .... normal nach e eut wickelbar sind, da der Vor-» 
aussetzung nach die normale Entwicklung vou f{x^^B) nur durch den 
Dignanden in z gehindert wird. Sollte demnach i positiv oder Null sein, 
so kommen in fiXi-^-i) nur positive Potenzen von € vor, die, von einem 
bestimmten (nämlich von dem auf ^ folgenden) Gliede ab, ganze Functionen 
von log£ zu Factoreu haben, und es ist ^ da (^)log€ Vlx x^s^x^ iq Null 
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ybergebt, /'(ar^) nicht weriblos und mitbin f(x) für x sz x^ reductibel. 
SolUe dagegen t negativ sein, und ist dabei die Gliederzahl in (3.) eine 
endliche, so läfst sich wiederam, wie man sieht, f(x) auf die Form 
{x — Xi)'^(P(x) bringen, wo n eine positive Zahl und (()(x) eine Function 
iist, die fflr xzszx^ weder verschwindet noch werthlos ist. Somit ist unter 
der angeführten Bedingung auch bei negativem f> f(jxi) für ^ = ^r^ reductibel. 

IL Wenn z der einzige Ausdruck ist, welcher eine normale Ent-> 
Wicklung von fix^-^-e) nach e unmöglich macht und dabei die Form (2.) 
hat, so ist, wenn z und y (ur o? = or^ -(* ^ >^^* ^o (^) und (}') übergehen, 

(z) = logf^ + logCy), 
wahrend log(y), da (y) nicht mit € zugleich verschwindet, nach b normal 
entwickelt werden kann. Es gehen daher in die Eutwickluug von {zf^ 
(zy, .... und somit auch in die Entwicklung von /'(^t + O nur positive 
Potenzen von e ein ; doch so, dafs die CoefBcienteu positive ganze Potenzen 
von logs'' enthalten, und zwar in endlicher Form, so oft z in f(x) nur 
in einfacher Form vorkommt. Nach log^" entwickelt, wird alsdann 

6. fix^ + s) = t/7 + ti^ilogf" + ir2(logf*)* + ....; 
wobei Wj Wij t^a 9 • • • • in Bezug auf e normal werden. 

111. Schliefst f(x) mehrere Ausdrücke von der Form (1.) und {9.) in 
sich, etwa die Ausdrucke z und 2:1, so läfst sich f(x) in Bezug auf z so 
behandeln, wie es so eben angegeben wurde, und f(Xi + f ) in die Form (6.) 
oder (6.) bringen, nur dafs alsdann («), (i/'i), (^2), ...«^ <^> ^u ^u •••• in 
Folge des in diesen Ooefficienten vorkommenden z^ nicht mehr normal nach 
€ entwickelt werden können. Diese Coefücienten lassen sich indessen selbst 
wieder in Reihen von der Art der (5.) und (6.) verwandeln. Die Vor- 
ausbestimmnng der Form der jedesmaligen Gesammt- Entwicklung hat da- 
her keine Schwierigkeit. 

Kommen nämlich z. B. 1., in f(x) mehrere Ausdrücke z, Zi^ sr,, .••• 
vor, welche eine normale Entwickelung von fix^^s) hindern, und sind 
dieselben sämnitlich Potenzen mit negativen Exponenten , oder mit Expo- 
nenten , die sich für x^^ Xi auf negative Constanten rednciren , so labt 
sich f{^)j wofern nur z^ z^y c,, ..•• biofs in einfacher Form vorhanden sind, 
in ein Product (iP— a?i)""(P(a?) verwandeln, in welchem n positiv und (P(x) 
eine Function ist, die für x=sXi weder verschwindet noch werthlos wird, 
und es wird daher f^x^ + e) für ^ = reductibel. Dasselbe findet noch 
statt, wenn aufser jenen Potenzen z, Zx^ Z2j .... noch andere Potenzen vor* 
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kommen, deren Dignauden f&r :r = ^i verschwinden und deren Elxponeoteii 
positive gebrochene Zahlen oder Functionen von x sind, die sich f&r x = ^^ 
auf positive Constauten oder Nnll reduciren. 

Enthält ferner 2., f(x) mehrere logarithmische Ausdrucke z, Si, 
et. ..«M welche eine normale Entwicklung hindern, so ergiebt sich für 
f{Xi 4- wiederum eine Reihe, die in Bezug auf die Logarithmen von po- 
sitiven Potenzen von e normal ist und deren Coefficieuten sich normal nach 
€ entwickelu lassen^ so dafs hier stets die Reductibilität statt findet« 

Kommen endlich 3., auCser diesen logarithmischen Ausdröcken noch 
negative Potenzen oder solche Potenzen vor, deren Exponenten sich fftr 
x=:Xi anf negative Constanten reduciren , so lassen sich , sobald dieselben 
nur in einfacher Form vorhanden sind, die Coefficieuten der Reihe (6.), d« h. 
w, u'i, W2J ••••, sämmllich auf die Form (x — a7|)'"'(p(ar) bringen ^ und es 
wird demnach /*(^i + ^) ^^^ f — reductibel, wenn gleichzeitig auch die 
logarithmischen Ausdrücke nur in einfacher Form in f(jx) vorkommen« 

B. In Bezug auf die Fälle, in welchen f{x) sich nicht nach z 
normal entwickeln läfst, bemerken wir, da es hier blofs auf die Erken- 
nung der reductibeln Functionen ankommt, nur Folgendes. 

Ist ^ der Ausdruck, welcher eine normale Entwicklung von f(x) 
nach z hindert, und hat 

1. dieses l die Potenzform, so sieht die Entwicklung von f^Xi+e) 
iu Bezug auf z so aus, wie die Entwicklung von fixi-^e) in Bezug auf 
€ in der Gleichung (5.)« Sind nun sowohl | als z positiv gebrochene Po- 
tenzen, so läfst sich demnach, wenn man die Factoreu s""", z'^'''^ .••• nach 
Potenzen von e entwickelt, /*(^i + ^) i'^ch steigenden positiven Potenzen 
von i ordnen und es bleibt f(x^ -|- 1) für s = reductibel 

Eben so verhält es sich, wenn die Exponenten der Potenzen ^ und 
z veränderlich sind, aber resp. für z=siO und x :sz Xx iu positive Con- 
stauten oder Null übergehen. 

Ist dagegen z eine negative Potenz, so darf diese zuvörderst in ^ 
nur in einfacher Form vorkommen , wenn f(x) für x=iXi reductibel sein 
soll; und da auch ^ dann nothwendig in/(^) nur in einfacher Form vor- 
banden ist, so kann ^ kein Polynom in Bezug auf z sein, d.h. es mufs ^ 
die Form eines Products wz^ haben, so dafs wir genau wieder den Fall I. 
erbalten. 
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2. Siud ^ und z logarithtuisch , so wurde die EutwickluDg von 
fCxi-^e) Ausdrucke von der Form log (log O*" in sieb auruehmen und 
daher durch Mulliplicalion mit einer positiven Potenz von e nie in einen 
Ausdruck verwandelt werden können, welcher für f = nicht mehr werth- 
los bliebe. 

3. Ist ^ logarKhmisch und z eine Potenz, so würde nach H., wenn 
(I) Das vorstellt, was aus ^ für :ps=a?i + £ wird, 

A^i + = u> + w,log{^) + w,log(iy + w,log(^y'^.... 
sein, während | wieder eine Reihe von der Form (5.) wäre« Die Multiplica- 
tion mit einer positiven Potenz von e könnte daher nur dann zu einem Aus-» 
druck führen, der für € = nicht werthlos ist, wenn z eine positive Po-> 
tenz ist, also nur, wenn der Logarithmand in f(x) für x = Xi verschwindet* 
In diesem Falle wird sich aber die Entwicklung von /*(^i + nur dadurch 
von der in (6.) angegebeneu Form unterscheiden, dafs auch w, u^i, u^j) •••• 
gebrochene positive Potenzen von s enthalten können. 

4. Ist ^ eine Potenz und z logarithmisch, und dabei wiederum (|) 
der Werth von | für xz=z x^-^Sy so hat man f{Xi^€) von der Form 

wo Up Vij r,, r,, .... nach f normal sind und (^) sich auf die Form der 
Reihe (6.) bringen läfst. Die Multiplication mit einer positiven Potenz 
von i kann also nur dann etwas für 5 = Nichtwertbloses hervorbrin-^ 
gen, d.h. es kann /^(^i + O ^^^ ^^^^ ^^^ /? ^=0 reductibel werden, wenn 
^ eine positive Potenz ist. Die Entwicklung von fQCi^e) wird alsdann 
demnach wiederum eine Reihe mit positiven gebrochenen Potenzen von f, 
in welcher die Coefficienten positive Potenzen von logf enthalten werden« 

$. 4. Lehrsatz. Wenn f(x) für x^=^Xi nicht werthlos wird, so 
läfst sich f(xi'\'€)j falls eine normale Entwicklung nach (unmöglich ist, 
in eine nach steigenden positiven gebrochenen Potenzen von € fortlaufende 
Reihe mit constanten Coefficienten verwandeln, oder doch in eine Reihe, 
die nach positiven ganzen oder gebrocheneu Potenzen fortläuft, und in 
welcher die Coefficienten ganze Functionen von logf sind. Die Glieder 
dieser Reihen lassen sich bis zu dem ersten Gliede, welches eine gebrochene 
Potenz von e oder einen veränderlichen Coefficienten enthält, durch un- 
mittelbare Anwendung des Toy/orschen Satzes bestimmen. 

Beweis. Wenn f(xi) nicht werthlos wird, so ist eine normale 
Entwicklung von fixi-^e) nur dann unmöglich, wenn in f(x) Potenzen 
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Yorkommeo, deren Digoand fAr x s= jti verachwiudet, uud dereo Exponent 
po9iüv , gebrochen , oder eine Fonction von x ist , welche sich fär jpssxt 
anf eine positive Constante oder auf Null reducirt. Für den ersten Fall, 
welcher zu einer nach positiven Potenzen von s forilanfenden Reibe mit 
Constanten Coeflicienten fährt , ist die Richtigkeit des Lehrsatzes allgemeiD 
bekannt. Was den zweiten Fall betrifft, so kann mau die Potenz, welche 

die normale Entwicklung hindert, durch [(jt — ^lYy] * bezeichnen, wenn 
a eine positive ganze oder gebrochene Zahl, m eine positive ganze oder 
gebrochene Zahl oder Null vorstellt, und wenn y eine Function ist, die 
für x^siXi nicht verschwindet, s dagegen mit x — Xi zugleich Null wird. 
Entwickelt man nun f{jx) nach Potenzen von {x — XiY^% so erhalt 
man 

f{x) = U'{^v,{x—x,r'^+v^{x'^x;f^'^'^ + v,{x'-'X,^^^^^ 
oder, wenn man s in der Form eines Products (jp«—X|}"^i schreibt, und 
dabei (x so grofs nimmt, dafs ^i (pr jp = Xi weder verschwindet, noch 

werthlos wird: 

fix) ^ 

u + r,(x-jr,r + M^-^iT'^^ [*ilog(x-x) + i {x-x,ys\ log(ap-jP|)\...] 

+ v,(x-x,y'^+ tix-xy^f" {7s, iog(x-x.) + i {x-x,yci9,)nog{x-x,r+ . . . .] 

-|- etc. 
Ist ferner m gebrochen und mi die gröfste in m enthaltene ganze Zahl, 
60 ist, wie man sieht, wenn man in dieser Reihe Xi+^ für x setzt, f"* 
die höchste ganze Potenz mit constantem Exponenten, welche in der Ent- 
wicklung Ton f{xi'\'6) vorkommt, und wenn u, v,, v^j .... nach e sich 
normal entwickeln lassen, so werden die ersten oii + l Glieder jener Ent- 
wicklung folgende sein: 

(•') + VrfJ/ T "•" \d^) 1T2 + •••• W^^) 1.2... .ffi, • 
wo durch die Klammern angedeutet werden soll, dafs Xi lor x zu setzen 

ist Ist m eine ganze Zahl und ß<i^ so sind die Glieder von f(xi^s)^ 
welche coustante Coeflicienten haben, folgende: 

c)+(li)'+--(3^':^)o£;kT5+r^)+('='-ow]r.^. 

li^t endlich m eine ganze Zahl, fi^i und m* eine zwischen m und m-^ß 
liegende ganze Zahl, so folgen auf die so eben angeführten Glieder von 
f{xi + i) noch normale Glieder von folgender Form: 



i7. Raäike, über die Residuenreeknung. 229 

Soll nun di9 Behaaptaog des Lehrsatzes richtig sein, so wird gefordert, daCs 



im- 



dsf) \ds^) 



sei, so lange r<;m ist; dafs ferner, wenn m eine ganze Zahl ist, 

sei, und dafs endlich, wenn m'^m und ^m-f-fA ist, 

sei. Die Richtigkeit dieser Gleichungen folgt aber daraus, dafs erstlich 

dx^ ' 

wenn k positiv ist, fiSr^ssjri der Null gleich, oder werthlos wird, je 
nachdem A^r oder A<r ist, insofern hier für logl der Hauptwerth Null 
allein anwendbar ist; und dafs zweitens 

d'[(x—x,)^q>(x)] 
dx^ 

der Null gleich wird, wenn r<<A ist, 

s= (1.2....r)(P(jr|}, wenn rsA, und 

Es erhellt zugleich hieraus, dafs allen nicht normalen Gliedern von 
/*(^i + werthlose Formen in der Tnylorschen Reihe entsprechen, der 
Tojfl sehe Lehrsatz also kein einziges unrichtiges Gh*ed liefert 

Enthält f{x) mehrere Potenzen mit veränderlichen Exponenten, 
welche sich für x^^xi auf positive Constanten oder auf Null reduciren, 
so läfst sich doch allemal f{x) auf die Form 

II + Vi{X Xi)" + t^2 (^ *l/ + ^s(^ ^if + ••• • 

bringen, so dafs o^ ß, 7.... für x^s^Xi positiv werden, während von den 
einzelnen Gliedern dieser Reihe dasselbe gilt, was so eben fiSr f(x) nach- 
gewiesen wurde« Also sind auch hier noch die ersten Glieder von 
f(xi + () mit den Gliedern der Toy/orscheu Reihe, soweit solche mit gan- 
zen Potenzen von e multiplicirt sind und in ihren Coöfficienten den logf 
nicht enthalten, übereinstimmend; vorausgesetzt, dafs man für den etwa 
vorkommenden logl fiberall nur den Hauptwerth Null setzt. 

CreUe^fl Journal f. d. M. Bd. XXV. Heft 3. 30 



230 i7. Radike, über die Rendfiefireehnung. 

8* 6. Cauchjf's Erklärung des Residuums und Auffindung des 
Werthes desselben. 

Die Erklärung des Residaams, wie sie Cauchy in seinen y^Exercices'' 
I. p« 11 giebt, ist folgende: 

„Ist Xi irgend ein Werth von x, welcher die Function f(x) un- 
endlich macht I und stellt s eine unendlich kleine Gröfse vor, so enthalten 
die ersten Glieder der nach steigenden Potenzen von € geordneten Ent- 
wicklung von /(^i + negative Potenzen von €y und eines derselben 

ist ein Product, dessen einer Factor -- ist und dessen anderer Factor 

einen endlichen Werth bat. Diesen endlichen Factor nennen wir das 



der Function f(x) in Bezug auf x=sXi .'' 
Die Bestimmung des Werthes der Residaen geschieht ebendaselbst 
S. 12 und 13, wie folgt: 

„Wird /(ar) fiir xsssx^ unendlich, und daher x,, ein Wurzel werth 

der Gleichung jtt-t s= 0, so mufs, wenn dieser Wnrzelwerib z. B« mfach 

ist, (x — x^yf(x) ein Ausdruck sein, der für x=iXi einen endlichen, von 
Null verschiedenen Werth annimmt, und man hat, wenn 

(x^x,rf(x) = (p{x) 

gesetzt und x mit Xi-\-€ vertauscht wird, 

' i l,2....(m— 1) ■" i.2....m * 

Demnach ist , wenn das Residuum von f(x) in Bezug auf x =s x^ durch 

bezeichnet wird, 

und für den besonderen Fall inss 1, 

Gegen die obige Erklärung ist nun einzuwenden: ersilicb, dafs, insofern 
Cauchy, wie der Verfolg zeigt, zu den Werthen von x, welche f{x) un- 
endlich machen, auch solche zählt, für welche f{x) den Logarithmus von 
Null in sich aufnimmt, f&r/C^Ti + O mcA/^ wie behauptet wird, allemal eine 
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Reihe mit negativen Potenzen von ( existirt Zweitens, dafs, wenn sich 
wirklieb /(x^-f-O Q^^b negativen Potenzen steigend entwickeln labt, niehf 

noth wendig, wie ea Cauchy voraussetzt, ein mit — maltiplicirtes Glied vor- 
handen ist. Drittens, dafs, wenn in f{Xi^ ^ b) ein mit — multiplicirtes Glied 

vorkommt, der Coefficient nicht noth wendig die Eigenschaften, welche in 
der Folge den Residuen beigelegt werden, und namentlich nicht den durch 
die Gleichungen (1. und 2.) bestimmten Werth hat. 

Gegen die Entwicklung der Formeln ( 1. und 2.) ist einzuwenden, 
dafs sie nur in dem besonderen Fall allgemein gültig ist, wenn die Glei- 
chnng -TTY ^^ ^ ^^^ ^^^^ algebroMche Gleichung führt. 

Da nun Cauchy die Gesetze, die er fdr die Residuen ableitet, 
gleichwohl f&r Jeden Wurzel werth der Gleichung -^pr = anwendet, an- 
drerseits alle diese Gesetze auf der Richtigkeit der Gleichungen (1. und 2.) 
beruhen, so werden wir zur Kenntnifs aller der Fälle kommen, in welchen 
jene Gesetze in der That anwendbar sind, wenn wir die Grenzen der 
Gültigkeit der Gleichungen (1. und 2.) untersuchen. 

Um den Gegenstand in seiner gröfsten Allgemeinheit zu behandeln, 
sehen wir vorläufig ganz von der dem Residuum beigelegten Eigenschaft, 
ein Coefficient der Entwicklung von /(^i + O ^^ ^^in^ ab, und stellen 
folgenden Begriff für das Residuum auf. 

S« 6. Ist f{x) eine beliebige Function von x, und x^ ein besonderer 
Werth dieses x: existirt ferner eine positive ganze Zahl m, f&r welche 

eine Bedeutung hat, so nenne man diesen Ausdruck (a.) das auf xz=zxi sich 
beziehende Residuum von f(x). 

S« 7. Zusatz. Hat der Ausdruck (a. 8. 6.) für mss^ einen be- 
stimmten Werth K, so hat derselbe auch für jeden Werth von m, der 
gröfser als 7 ist, einen Werth, und zwar denselben Werth iC Da näm- 
lich, wenn der Ausdruck (o.) für 1/1 = 7 eine Bedeutung haben soll, auch 
{x — xyf{x) nach $.1, 2. nicht ohne Bedeutung sein kann, so hat man, 
wenn n e'oe beliebige ganze Zahl vorstellt, die gröfser als 7 ist: 

«) Das angehängte X| bedeutet , dals in dem eiBgeklammerien Ausdruck naeh 
dem Differenaiiren x mit Xi vertauscht werden solL 

30* 
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Der Werth eines Residaams ist demnaeh aoabbaogig von der Gröfse des 
Exponenten m, wenn dieser nnr nieht kleiner ist, als der kleinste VTertb, 
fiSr den der Ausdrack (o.) eine Bedeutung bat 

S« & Zusatz. Hat eine Funclion f(x) für x s=i x,, ein Residuum, 
so ist solches allemal dem Coöfficienten von i^^ in der nach steigenden 
Potenzen von ( fortschreitenden Entwicklung von /(^i+0 gleich. (Nicht 
aber ist umgekehrt der Coäfficient von s''^ allemal ein Residuum von f{x)}. 

Es ist nämlich nach 8.4. der Ausdruck 

i d^i[(x—x,)^f{xm 

so oft derselbe eine Bedeutung bat. der Coefficient von -j-tj ; rr in 

der nach steigenden Potenzen von € fortschreitenden Entwicklung von 
l(x — ^i)"*/(^)]*i+tf d.h. von fV(^i + 0> ^^ mithin auch der Coefficient 

von j-j 7~TnT ^^ ^^ Entwicklung von /(a?i + £), w. z. b. w. 

Hat daher eine Function ein auf xss x^ sich beziehendes Residuum, 
während /(^i + O^ i^^cb steigenden Potenzen von e entwickelt, kein mit r^ 
multiplicirles Glied hat, so mufs der Ausdruck (o.), welcher den Werth 
des Residuums angiebt, der Null gleich sein. Wir werden die Residuen 
in diesem Falle, da nhin noch Glieder mit Null- Coefficienteu künstlich in 
die Entwicklung von /(^i + O hineinbringen mufs, wenn man dieselben 
mit CotfcAy als Coefficienten von r^ betrachten will, künstliche Residuen 
nennen. Die nicht ktinstlichen Residuen mögen alsdann, im Gegensatze zu 
denselben, natürliche beifsen. 

S« 9. Von den Werlhen von x, für welche ane Function /(x) 
nnes Residuums fäUg ist. 

I. Eine Function f{x) hat fär jeden Werth xi von x ein Residuum, 
und zwar ein känstlicbes, so ofl /(jt,) nicht werthlos ist, mag/(a?A + 
normal nach f entwickelbar sein, oder nicht. In diesem Falle ist nämUch 
[{x—x^)J{x)'\^^ = 0, und hiermit nach S* 7» »«ch 

l 1.2....(m— l)rfjr^-Mx, ' 

för jeden positiven ganzen Zahlenwerth von m. 
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IL Eine Fcootion f(x) hat eiu auf x ^ss Xi «ich beziehendes 
( känstlicbee) Residuum , wenn f(xi) allein dadurch werlblos wird^ dafs in 
f{x) positive Potenzen ron Logarithmen vorkommen, deren Logarithniand 
für x^sBXg verschwindet Es Ufst sich nämlich in diesem Fall /(xi + O 
nach S* 3. in eine Reihe verwandeln, die nach positiven Potenzen von log€ 
fortschreitet und deren Coöfficienten nach positiven Potenzen von ( ent- 
wickelbar sind. Demnach muls (^— ^i)/(^} für xsszxi^ und somit auch 
der Ausdruck (a.) für x=^xi verschwinden , wofern man nur stets log 1 
als seineu Hauptwerth ausdrückend sich vorstellt. 

IIL Soll fix) überhaupt eines zu x = jr^ gehörenden Residuums 
fähig sein, so mufs 

1. fix) fär x^=s Xi reductibel sein, weil nach S. 1, 2. der Ausdruck 
(a.) keine Bedeutung haben kann, wenn Hx — arj)'"/(^)]rt werthlos ist. 
Dies tritt, auiser iq den so eben in I. und II. bezeichneten Fällen, dem 8.3. 
zufolge, nur ein: erstlich, wenn /(xi) dadurch werthlos wird, dafs in/(jr) 
Potenzen in einfacher Form vorkommen , deren Dignanden für x^sss Xg ver- 
schwinden und deren Exponenten negative ganze oder gebrochene Zahlen 
oder Functionen von x sind , die sich für x^= Xi auf negative Constanten 
rednciren ; zweitens , wenn flberdies solche Potenzen und Logarithmen in 
/(jr) enthalten sind, welche den Fällen I. und II. entsprechen; wofern nur 
dann die Logarithmen lediglich in einfacher Form vorhanden sind. 

2. Mufs zufolge des $.4. €"'/(xi-l-f), bis zu dem mit s"^'^ multiplicir^ 
len Gliede hin, in seiner nach steigenden Potenzen von € geordneten Ent- 
wicklung nur positive ganze Potenzen mit constanteu Coefficienten ent- 
halten, d. h. es därfeu in der Entwicklung von /(X|-f 0» "^'^ ^^ ^^^ ^^^ 
e^^ multiplicirten Gliede hin, nur negative ganze Potenzen und constante 
Coefficienten vorkommen. 

Enthält fix) nur negative ganze Potenzen mit verschwindenden 
Dignanden, so sind diese Bedingungen erföllt ; also unter andern, wenn fix) 
eine gebrochene Function mit rationalem Nenner ist; auf welchen Fall 
allein der CuticAysche Beweis der Formel (o.) palst. 

Enthält fix) eine negativ gebrochene Potenz mit verschwindendem 
Dignanden, und ist etwa [(* — a^i)*yp (wo y mit x — x^ nicht zugleich 
verschwindend zu nehmen Ist) diese Potenz, so geht, da dieselbe nur in 
einfacher Form vorkommen darf, die Gleichung (4. S.2.) in 
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über, und die geforderte Bedingung ist daher nur erfCkllt, wenn Aan ein 
negativer echter Brnch ist« Um also im Voraus zu erkennen, ob ein Re- 
siduum in diesem Falle existirt, bat man nur, nachdem man die etwa vor- 
kommenden, jene Potenzen enthaltenden, mit ganzen positiven Zahlen po- 
tenziirten Binome oder Polynome entwickelt sich vorgestellt hat, zu sehen, 
ob der höchste negative Exponent echt oder unecht gebrochen sei. 

Liegt die Unmöglichkeit, /(x^-l-e) normal zu entwickeln, darin, dafs 
f{x) eine Potenz enthält, deren Dignand für x ^=i Xi verschwindet und 
deren Exponent für jr = jr^ sich auf eine negative Constante reducirt, so 
hat man, wenn jene Potenz durch [{x — ^i)/]" vorgestellt wird und übri- 
gens die Bezeichnungen des g. 2. beibehalten werden: 

f{x) — ii + r,(jr— arJ-'^ + raCap — jP|)'"'' + ....rA(ar— jPi)*«", 

und, wenn wiederum a(n) = t + (^) gesetzt wird, wo {s) mit e zugleich 
verschwindet, 

/(x,+0 = («) + (Of'[l+Wlog£ + ...0 + (r06''[l+(2^)log€+...0 

Ist nun {s) = B^(s') und ß so gewählt, dafs {s') für f = weder ver- 
schwindet noch werthlos wird, so ist das mit €^^ multiplicirte Glied das 
erste, welches einen veränderlichen Coefficienten erhält. Demnach mufs, 
wenn ein Residuum existiren soll, erstlich, ß-|-Ai^ — 1 sein; zweitens mufs 
f eine (negative) ganze Zahl, oder doch wenigstens hi eine (negative) echt 
gebrochene Zahl sein. Ist hi echt gebrochen, so ist, da ß stets positiv 
ist, die erste Bedingung von selbst erfüllt. Der Werth von hi^ von 
welchem hiernach das Vorhandensein eines Residuums abhängt, läfst sich 
sogleich aus der Function f(jx) herauslesen, da jene Potenz [{x — a?i}*y]'' 
nur in einfacher Form in f{x) vorhanden ist« 

Was endlich die in g. %. IIL 3, erwähnten Entwicklungen betrifll, 
so hat man für sie die Form 

/(*) = 

tr(a:— jpO""+ »,(«?— op,)""' log(«^ap,)''+tr,(jr— aPi)-"»[log(a?— jTj)*]' + ... 

... + !!>,(«— aPin* [log(*--*i)"]*» 

wo sieb (w)xx^,i iPi)xi^-ti (t<'2)jri-t-t> ">. nach positiven Poteozen voo « ent- 
wickeln lassen. Wird nun durch 7 — 1 der gröfste unter den numerischen 
Wertben von — a, — ai, —o,, .... vorgestellt, so bat [{x — XiYfipe)^^^ für 
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jeden Werth von m, der gröfser als 7 isty eine Bedentnng, und es müssen 
folglich, da 

ist, tti, Oa, •••• dh echte Brüche oder Null, und a mufs entweder eine ganze 
Zahl oder ein echter Bruch sein. Ist a eine ganze Zahl, so wird das 
Residuum ein natürliches: ist a ein echter Bruch, so wird dasselbe ein 
künstliches. 

Anmerkung. Dafür, dafs nicht, wie Cauchy behauptet, jeder 

Wurzel werth der Gleichung -27-7-= zu einem Residuum fuhrt, so wie, 

dafs nicht allemal der Coäfficient von r^ in der Entwicklung von /(oEri + f) 
durch die Formel (1. %. 6.) vorgestellt werden kann, lassen sich nach 
dem Vorstehenden leicht Beispiele als Belege finden. Ist z. B. f(^x) = 

7 a? + — ^ + \i "^ ix— 2)^ ' ^ gehört nach Caucliy auch zu dem Wur- 

zel werth 2 der Gleichung -j-rr ^= ^ ^^^ Residuum, für welches sich findet; 

p /(^)(^-2)« _ / rft[(x-2)»/(j:)]\ _ . 
^ ((jr-2))» V 2dF^ )x, ~ *• 

Es wurde dasselbe also einerseits, in Cauehy^s Sinne genommen, unendlich 
werden, während in der Erklaraug {%. 6.) die Residuen als etwas unbedingt 
Endliches aufgestellt worden sind; und andrerseits giebt die directe Ent- 
wicklung 

für den Coefficienten von b"^ den endlichen Werth 5. 



Zu den Folgerungen, deren Unhaltbarkeit sich unmittelbar aus dem 
Vorstehenden ergiebt, gehört unter andern die in den Exerdces I. pag. 81 
ausgesprochene : dafs man aus jeder beliebigen Function f{x\ welche nicht 
für alle Werthe von x einen endlichen Werth hat, eine andere, welche für 
jeden Werth von x einen endlichen Werth behält, dadurch ableiten könne, 
dafs man die Summe der zu allen fQx) s= 00 machenden Werthen von x 
gehörigen Residuen (das von Cauchy sogenannte Integralresiduum) subtrahire. 

Aus den Sätzen, welche, um allgemein gültig zu werden, einer Um- 
änderung bedürfen, heben wir beispielsweise folgenden in den Exerdces I. 
pag. 167 et seqq. behandelten wegen seiner häufigeren Anwendung heraus. 
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%. 10. Wird /(«) ffir z=zzi uneudlich, und giebt es eine ganze 
Zahl m, für welche (« — z^)'^ f(z) ss wird, so ist auch 

(ü— 27)) 

Ans dem Obigen ist klar, dafs dieser Satz, wenn er richtig wäre, 
Anwendung mufste finden dflrfen , so oft f(z) für z^sszi ein Residnum hat, 
da in diesem Fall stets ein Werth von m existirt, welcher (z — zy^f{z) s o 
macht Es ist derselbe aber, wenn J(z) ein auf zis^z^ sich beziehendes Re- 
siduum hat, nur unter gewissen Umständen richtig, und nie richtig, wenn 
f{z) kein Residuum fär z^=iZi hat. 

Um dies nachzuweisen, nehmen wir zuvörderst an, es enthalte f{z) 
keinen Logarithmen, dessen Logarithmaod, und keine Potenz mit veränder- 
lichem Dignanden, deren Dignand fär sr ss 0^ verschwindet. 

Unter dieser Voraussetzung enthält die nach steigenden Potenzen von 
z — Zi geordnete Entwicklung von /(s) (da naoh der Annahme {z — zj^f(z) 
für einen ganzen Zahlen werth von m soll verschwinden können) nur po- 
sitive, oder positive und negative Potenzen von z — Zi. Befinden sich 
nun unter diesen Potenzen negative gebrochene, so erhält man durch Dif- 
ferenziiren der dem f(z) gleichen Reihe für f (z) eine nach Potenzen von 
z — Zi fortschreitende Entwicklung, welche, da sich dabei die Exponenten 
um Eins verringern, jederzeit unecht gebrochene negative Exponenten ent- 
halten mufs. Es hat demnach 

keinen Werth (oder nach Cauehy's Yorstellnngsweise einen unendlichen 
Werth), also nicht den Werth Null, so oft in f{z) negative gebrochene 
Potenzen, deren Dignand für z^s^z^ verschwindet, vorkommen, sei es, dafs 
dieselben echt gebrochen sind (und daher f(z) eines Residuums fär z ss z^ 
fällig ist), oder nicht. 

Schliefst dagegen f{z) nur positive Potenzen, oder, wenn darin auch 
negative Potenzen vorhanden sind, nur negative ganze Potenzen in sich, 
in denen der Dignand für sr = arji verschwindet, so hat/'(ar) mit /(«) zu- 
gleich ein Residuum. In diesem Falle sind auch die beiden Glieder auf 
der rechten Seite der identischen Gleichung 

in welcher der Kürze wegen (p(«r) für (Z'^Zi)'^f(z) steht, eines auf z=^z^ 
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sich btziebeuden Residuums fähig. Denn eioerseüs bat der Opoüent 

— ^ }^±i y da er mit ■ ^ identisch ist und jr(fr) keine negative gebrb- 

ebene Poten^n von z — Zi in seiner Entwicklung enthalten soll , keine 
unecht gebroctbne negative Potenzen von z-^zi in seiner Entwicklung. 
Anderseits sind die Glieder der nach steigenden Potenzen von z — Zi ge- 
ordneten Entwicklung von (f)(z) von der Form v(z — Ziyj wo r stets po- 
sitiv ist, und zwar entwedei" eine ganze Zahl, oder eine gebrochene Zahl 

w'lz)' 
m. Die entsprechenden Glieder von , i m nehmen daher die Form 






an und geben folglich wiederum keine Glieder mit negativen , unecht ge- 
brochenen Potenzen von z — z^. ' 

Diesem 'zufolge darf man aus der Gleichung (8.), gliederweise die 

' ' • • • * 

auf z^s^Zi sich beziehenden Residuen nehmend, folgende Gleichung ableiteq*: 

((»— »l)) ((2—2.))" ((»— «l))'"+V 

1.2....(i»— IVrfjT'" ^ 1.2....inrfz" '* "• i 

Der obige Satz ist demnach unter der gemachten Voraussetzung nur richtige 
wenn in f{z) keine negativen gebrochenen Potenzen vorkommen ^ deren 
Dignand fdr z^=s:zi verschwindet. 

Enthält dagegen /(itr) noch Logarithmen^ in denen' der Logarithinand 
far z ^=i Zi verschwindet, oder .Potenzen mit vennderlichen Exponenten, 
in denen der Dignand für t;=i^i der Null gleich wird, so lätst sich,' .da 
\{z — z^^f{z^:,^ soll verschwinden können, J{z) auf folgende Form bringen: 

/(5:r) = r(5r~5rO» + r,(Är_a^y[log(Är— ^^ \\ 

wo die etwa noch folgenden Glieder die Form des zweiten Gliedes haben 
und wo r^ r^, .... för 2r s= z^ weder verschwijDden, noch werthlos werden; 
wo ferner a und 7 positiv, und endlich n und f reell sind. Soll d^l^ei /(sr) 
ein auf z=^z^ sich beziehendes Residuum haben, so darf überdies n nicht 
eine negative unecht gebrochene Zahl und ^ nicht gleicli — :1 oder kleiner 
als — 1 sein. Bezeichdet man. nun \^^{z^-z^ durch n^ so ist 
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Demoach existirt ein Residaum von f'(z) nar dann, wenn n nicht negativ ge- 

brechen ist, und wenn ««gleich Null oder positiv, und y>l ist, mithin nie, 
wenn nicht auch /(%) ein Residuum hat; im entgegengesetzten Falle nur 
unter gewissen Beschränkungen. Es ist nämKch, nach dem Vorigen, in- 
sofern n keine negative gebrochene Zahl vorstellen darf, 

ferner sind 

^ -di • ((»-« jr ""** ^ iiz-z,)) ' 

als kunstliche Residuen, gleich der Null, und mithin erhält man, auf jeder 
Seite der Gleichung (4.) die Residuen nehmend: 

((»— «i)) ' ((*— »1» 

Ist daher y>>l, so verschwindet auch das Residunm der rechten Seite, als 
künstliches Residaum, und es findet sich der Lehrsatz für diesen Fall be- 
slätigt. Ist aber 7=1, so wird 

ifnd mithin im Allgemeinen nic/i/ gleich Null, nämlich gleich a(t?iX, wenn 
gleichzeitig 5 = ist. 

Bei logarithmischen Functionen hat aIso/^(2r) nur dann ein Residuum, 

wenn der Exponent des Logarithmen > 1 ist und der Coefficieut desselben 
für Z'ssiZi nicht wertblos wird; und sind diese Bedingungen erfüllt, so ist 
das Residuum, gleichfalls im Widerspruch mit dem Lehrsatze, von Null ver- 
schieden, wenn jener Exponent gleich Eins ist und der Coef&cient für 
zssr^Zi nicht verschwindet. 

, Was den Fall betrifft, in welchem f(z) Potenzen mit veränderlichen 
Exponenten enthält, so muTs, wenn der Exponent durch m-^-iz — z^q 
vorgestellt wird (wo 3 so anzunehmen ist, dafs q für z ^sss^z^ weder ver- 
schwindet noch werthlos wird), ß>m— 1 sein, wenn /'(ar) ein Residuum 
haben soll; es wird dasselbe aber, wenn es existirt, stets der Null gleich, 
weil alsdann in f{z) höhere Potenzen in \og{z'—Zy) eingehen. 

bafs es einen Fall giebt, in welchem /'(ir) ein von Null verschie- 
denes Residuum hat, ist Cauckg bekannt gewesen, da er gleich darauf 
(a.a.O. S« 169) ^die Abhängigkeit der Existenz solcher von Null verschie- 
dener Residuen von Logarithmen , die \vk f{z) vorkommen, nachweiset; und 
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jii der Tbat glaubt er diesen Fall durch die Bemerkung^ ^^es müsse 
[(^ — ^i)'"/(^)]z, ^är einen ganzen Zahlenwerth von m verschwinden 
können'' oder durch die Bemerkung (in die er jene nachher S. 169 um- 
ändert ) : „ es r mäase l(z — ^i)^/(f ) J». für einen ganzen Zahlei^wcf th 
von m endlich und von Null verschieden v?erden können'' ausgeschlosün 
zu haben. * 

AHein es ist nie, wie Cäuehy hieraadi (^enbar atmlAitei, (tr-^i)^tog(2r-'9r|) 
für « SSI üTi uneadtick, so dab jene Bemerkungen den beabsk^htigtep hvth 
scblufs nicht J^ Wirken. 



-V 



•V" 
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18. 

* ^^ 

IJdber die SumimruD^ der Reihen von der Form 

wo ^eine beliebige consfaote Gröfse, ^. eine beliebige 

lind (Pin) eine ganze rationale algebraische Function 

der positiven ganzen Zahl n bezeichnet. 

(Voa dem Herrn Prof. Grunert in Greifswalde.) . 



• • • • 



8. 1. 

Wenn die Reibe 

ty *ij f2r hy *4r • • • • t„j 

* 

deren Glieder Fancdonen von x und> so wie ( wenn nicht ausdrucklich 
etwas Anderes bemerkt wird) alle im Folgenden vorkommenden Gröfseu 
reelle GrAfsen sein sollen, fflr jedes x, welches gröfser als a und kleiner 
als b ist, wobei naturlich a kleiner als b angenommen wird, convergirt, 
und die Summe s hat, so soll dies im Folgenden, wo es die Deutlichkeit 
fordert, durch 

* SS / + /| + /;j + ^+.... + /^+ .... {a<a?<*} 

bezeichnet werden. 

Dafs die Gleichung 

fär jedes x, welches gröfser als a und kleiner als b ist, und aufserdem 
auch noch für xssa gilt, soll im Folgenden durch 

bezeichnet werden. 

Dafs die Gleichung 

für jed€#^; welches gröfser als a und kleiner als b ist, und aufserdem 
auch noch fflr x ssi b gilt, soll auf ahnliche Art durcb 

9 Ä < + <i + <2 + ^ + .... +/i, + .... {«<^ = b} 
bezeichnet werden. 
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Gilt endlicb die GieichuDg 

für jedes x , welches gröfser als a und tieiner als b ist ^ und aufserdem 
auch noch für xz=ia und x s)s^(> so soll dies durch 

bezeichnet werden. . . . . • 

Lehrsatz. Wenn, vörausjfesitzt, dafs a kleiner aU b ist, die 
Reihe A, Ä^x, A^x'^j A^aPj ...^"A^x^.... fUr jedes x von x ^= a bis 
X =zb eonveryirt und f&r jeden dieser Werthe von x die Summe f(x\ 
hat, d. h. wenn 

fix) = A^A^X'\'A>iX'^'\^AiX^'{^.... + J„a?"+ .... {n = a? == ä} 
ist, so convergirt für dieselben Ijfertke von x McA jederzeit die Reihe 

Ai 9 2 Al>i X, 3 Ay X j 4 A^ xr j • • • • n A„ x 9 . . . . ^ 
und für jeden der in der Rmhe.etehenden Werthe von x ist f{x) die 
Summe dieser Reihe; wo f\x) wie gewöhnlich den ersten Differenütd-- 
quotienten oder die erste derivirte FuncÜon von f{x) bezeichnet; oder es 
ist unter den gemachten Voraussetzungen immer 

Beweis. L Für x^sza ist nach der Voraussetzung 
f(a) = J+^iÄ + ^2a' + ^,a^+....+4,a" + ..*. 
Ferner ist, wenn i eine unendlich kleine, positiye Grobe bezeichnet, nach 
der Yoraassetzong, da a + i zyrviobejiii a and b liegt, 

Also ist 

-* — ^ p-— .,T- A%r .j :';;." rr- A^ u ' wif. .. ^ rp -^i * ,:- +••••• 






J.4 (g+0"— g" , 

• • . . T".^»» ^T f •••• 



Nach einem bekannteo S!i|tz(|:;dc(r Diflbi;€pn|iM^ w^eo dessen uns 

hier auf Cauchjf, Lepc^.sur lecmlcui 4iff'ere9tie^ Paris ISM». p. 8€. 
zu verweisen erlaubt ««in jnag, ist ^j^r». wenn q einen positiven echten 
Bruch bezeichnet: * > \\ . 



(t ' 



• • • • 
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uud auf ganz äbullche Art ist, wenu 

?1» ?2> ?J» ?«J •••• ?»♦ 

positive echte Brüche bezeichneii, 

a + t ««+»(»4-ei»)% 

(« + ,-)♦ =s «»+4t(a + g4«)S 






•der 



u. s. w. . 

u, s. w. 

Folglich i^t nach dem Obigen 

uud diese Gleichung gilt^ wie nahe man auch t bei Null annehmen mag. 
Daher gilt dieselbe offenbar auch för die Grenzen, denen sich die Grö(sen 
auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens^ nfthera , wenn man • sich der 
Null nähern läfst. Da aber 

P? fl> ^2» fsf f« • • • • ^«> •••• 

positiire echte Breche siedf, so nXheni siöit' die wiö/i»eii '^ ^ 

• r(«+e<), iä^^iifi (^^fitf. (i^'+s^i)VH^ 

wenn i sich der Null nfihert, offenrar respeetiv6 den Grenzen 

f^(a)j ify «S «*, a% Ä*, ..."*. 

ff 

und||(önnen denselben beliebig^ iiafce gebracht werden, wenn man nur i nahe 
genug bei Null nimmt. Also ist nach dem Vorheiigehenden 



1' 
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IL F4r d? CS & ftt imolt 40r VorflNtmetM 

Ferner ist, wenn t wieder eine unendlich kleine positire Oröfse ijeaseich- 
ueij nach der Yoraassetzuäg, da^-— f zwischen a und h liegt, 

und folglich ' 

;^ ^^ iCli . "T" <**2 • — "T" <**3 3 T" • • • • 

• • • • T ***» • *!-•••• 

Nach dem schon, oben angewandten Satie wm der Diffiereutiahrecfanung ist 
aber, wenn 

?> ?l> ^29 paj ^4» . • . . fn, 

wieder positive echte Bruche Vezetcbneti: 



• • • • 



and 



oder 



and 



u. s. w. 

0. 8. W. 
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Also ist, nach der oben gefundenen Gleielrikn^, weni man zugleich auf beiden 
Seiten derselben mit — 1 multiplicirt, oder die Zeichett in die entgegen- 
gesetzten verwandelt, 

... + iiJL,(*— g««)'^' + ..> 

für jedes noch so kleine t^ und folglich, wenn man, indem man sich näm- 
lich t der Null nähern läfst, auf beiden Seiten dieser Gleichung die Grenzen 

nimmt, 

/^(*) = it, + 2J2*+.3i*3*^ + 4ii4** + ...- + «-4,*"-^ + .... 

111. Wenn ^ ein beliebiger, zwischen a und b liegender Werth 

von X ist, 80 ist nach der Voraussetzung 

und auch 

/•($±0 = .* + -4,($±t)+j,($±i7+.,..+^($±,)''+.... 

Also ist 

j -«i I T -«2 j h -Äj j j- .• . 

t ^ (gl»)"-!" , 

•••T*^« J I •••• 

Bezeichnen aber wieder 

positive echte Brache^ so ist, auf ganz ähnliche Art wie oben, 

m±i) «.m)±^r($±eo, 

und 

(i±«T=fr±4«(c±^.-)', 

u. s. w. 



oder 



und 
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U. 8. W. 

Folglich ist 

±r(^±e«)=±^i(^±ei<)"±2^2(l±fo»y±3^,(|±e,»T±4i<4(Ue*0±.-. 

oder 

... + «i4«(^±f«i)"-»±...., 
fflr jedes noch so kleine t. 

Geht man nun, indem man t sich der Null nähern lafst, wieder zu 
den Grenzen Aber, so erhalt man 

r(j^) = A, + 2A,^ + 3A,^+^4,lt'^^.... + nA,^^'+ .... 

IV. Am L; U, und Hl. folgt, dafs ; . 
ist; was bewiesen werdm sollte. 



1 ' 1 



«; 3. * 

Zusätze. I. Wenn 

f*(x) OS Ai+2Aix-^3AiX^-\-^AtX*-\- .^..+nAnxr-*^.i.,{ßs=x<^b} 

II. IVenn 

i$t, so i$i . . ; 

III. Wenn 

m/; so ist 

f*{x) = -ii + 2^j» 4-3^,«» + 4^ap»+...W+i»4i«*-* + .... {«<»<*}. 
Diese drei Sfltee ercebea «iob nninittelbar-^au» dim w vorhenrdmidea 
Paragraphd^ bewiesenen Satze und sind, ebenso wie dieser Sati^ igpiolii 
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für das Folgende, als auch für die strenge Theorie der Reiben Oberhaupt 
wichtig. 

S. 4. 

Wir wollen jetzt annehmen, dafs fiik* jedes x zwischen zwei be- 
stimmten Grenzen, die wir jedoch der Kürze wegen nicht wirklich angeben 
oder durch besondere Symbole bcMichnen wollen, 

/•(j:)= ^ + it^op + -Ajx* + -^jÄ?* + .... + it^jc" + .... 
sei, so ist nach $.2. und 3., für jedes ar zwischen denselben Grenzen, 

^ df(x) = Ai + 2A2X'{'3A,x^ + .... + nAnX^-' + .... 
und folglich 

j^df{x) = A,x + 2A2x' + 3A^x^ + .... + nA^x''+.... 
Also ist ferner nach S. 2. und 3. für jedes x zwischen denselben Grenzen 

und folglich 

~d(^df(x)) = A,x + 2''A,x'^yA,x'+.^.+ 
Also ist wieder nach S. 2. und 8. für jedes x zwischen denselben Grenzen 

und folglich 

«^ 

Wie man auf diese Art weiter gehen könne, erhellet hier schon deotUdi 
genug, und wir werden durch das Vorhergehende unmittelbar auf fb%eiH 
des Theorem gefuhrt: 

* Wenn fOr jedes x xwhchen zwei besHmmten Grenaien, 
f(x) = il+-4iÄ^ + -42X^ + -43ap' + .....+-4nar'' + .... 
ist, 80 ist für jedes x zwiseken dmtseiben Grenzen, 

wo a» Anzahl 4er DifirtiUiafkntM m dmk Ausirwke auf 4^ Unken 
8mi» if GleieAkmtextkkene dmtk erhöht getchriehene InSeee h^eichnet 

worim »f- * '^. ■ , . .■ 

'M. ■■■■■.. 
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SS. ^ 

Zunächst wollten wir uns nun mit der Entwicklung des Ausdrucks 

bescbäftigeo. 

Durch Differentiation erhält mau, wenn man der Kürze wegen die 
Differentialqnptienten oder derivirten Functionen von f(x) nach hagrange 
bezeichnet, ohne Schwierigkeit: 

. II« 8« w« ■ .- . 

... i •■ ■ 

and schliefst Jilerans leicht. daCs. indem . : . 

k k k l k 

^ Ci, Cij Cyj Ci, .'v. . Cjt 

gewisse von x nmihhSfigige Coefficienteii heSeiebBen, allgemein 

'■' ^d^fX') + d^r{m)'^C,a^r''(^^ ist. 

Um dieses Gesetz aUgeMrtft sra he weisen dud sngtoich recwrirende 
Ausdräcke sMir Be^äiuMlig ^ Von ^ lüidUifttti^gen €e6(Beientefi zta finden, 
wollen wir die Vorstbhtede Gleidimg ifMlnDals liflerentitren. Dadurch er- 
halten wir ^ ^^ . 

■ • -f ■ - - • . . ■ 

+ (d+4d)«*r'(*) 






I i ■ • « 



.•11-' 

• •••••'•''«4 
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ALvo int, wenii wir i ^li 

k k k^l 

C1 + 2C2 2= Ca, 
C1 + 3C3 = C3, 

k k k±l 

C, + 4C, = Co 
C^k-i'\'f^Ck = Cii, 

N6(«0II 9 

und hierdurch folglich nicht 1)lofs die Allgemeinheit des oben bemerkten 
Gevettes be wiesen, sondern auch «ugleich eine recurrirende Bestimmungs- 
methode der von x unabhAngigen CoMcienten gefunden. Man könnte nach 
dieser Methode leicht eine Tafel der in Bede stehenden Coöfficienten be- 
rechnen '^)\ (tir jetat genl^ es, den Beweis geUefect m haben, ^ab diese 
OoAflIcienteu immer als bekMQte Grötsen betraditet werden können. 

$. •. 
Das in^S. 4« bewiesene, Ar alles Folgeode wichtige Theorem la(st 
sich aatt auch attf folgeadeii Aasdraok b ri a go » < . .\ 

t$t% 90 Mv fmi^ J99$9 jT VIVMCMII wMMfVMt wrMUMI 

^+r,*r(*)+d«>r(*)+A«'r'(*>+.-+^»«'r*>(') 

> * * A * 

C|% t^^ t^, C4% • • • • C^jt 



: i 



• r 
I 




Sis fclfel sidi der TariMgehettde SmIe aacli aock 
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Setzen wir ntolich , indem e, wie gewöhnlich^die Basiäi der natOiv 
lieben oder hyperbolischen Logarithmen bezeichnet: 

und differentoMmv ^ ab con«(mt betraditend^ € nach ti als Terfinderlldie 
Gröfse, so erhalten wir 

11 - 



Also ist, wenn wir die denvirte, , Function 7^^^ (9) « wo als unabhängige 
veränderliche GröCse beiracntet worden ist , nach u differentiiren, 



♦ • «L 






Dies voraiugesetait. 
ferentialiou : 



i ■< . . . . k ■ ■ »* 



ii^ =^ er (6) + 7 fl Y" (ö) + 6 0»/'" (8) + 9*r' (9) , 

und lAhliefsen hieraus, die in %. 5. gegebene fiotmckking yeEgleichend, 
sehr leicht, dafs allgemein « i. 

Für ti s= wird 9 = ;r. Bezeiehiren wir ako den Werth, welchen 
der Differentialquotient 



8 11* 



• ' 






• • ■ ■ • 






erhält, wcan num tis=Ose(^, dar<A 

so ist offenbar v\ ■, >. 

und folglich nach $.5. 'p^ <^. 
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•' . »■ ■- ■ 



• 4 • • 



1 • * I 



oder aaoh) wmd üau för «otBen obigen Wertb setet^ 

{^^^) = ^''(ä'S'(^"(- .. • J(^ Ih«))))....) , 

• • • " 

mtd du Theorem in $. 6. UUat adi «of folgeoden öerkwfirdigieii Aüadniok 
bringen. ■•-.'. 

Wenn für Jedes x zunecken xum heUimaOen Grenzen 

iet, so ist ßtr Jedes. x'ztpisdm^ aen^tfen Grenzen 
oder ■' » ' 

Bei der Bntwieklong- von 

wird bei der Differentiatioii nor u ab iririabd, w ab eoaataat Ibetracbtet, 

und nach der Differentiation wird « es gesetst 

"; '\ ■ .' 

: I 

Zouäcbst handelt es sich nun um die weitere Entwicklung des 
Bildungsgesetzes der numerischen Co6(liörentbn in den im Vorhergehenden 
lUtH«Mben Gleiehang^Oo'*' -• ^«-rr- .■ nl •>.;. .-:,: i.;. : r i -.•ä- ir ■ 

Zu dem Bude wollen wir ni^K' j; : ; . ir 

setzen 9 wo immer 

ist) so ist ? r»'j' "•;'t'?''*'.T' T *i . 

und folglich nach §. 7. 

Vir) = *«'{C^i+c;*-^^<+c,«»+....+G»«»-}. 

Da nun aber ' ' ' 

d,e9 _ a.e* 8fl „ . '■'■■'•'■' '• •' 

ist, 80 iatj Mrenn'wilr,-Back diierliinrat tob ff&M gM^snehteh DeiteidH 
nnng) för »^O Aberiianpt ' ^ ■'■ . .^» : > i . 
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für » sbO aber ifluner^ was atteh m aein na|^ . 

setzeu, nach einem bekanut^ni gewöhnlich nach L^brtilz benannten Satze 
aus der Differentialrechniing: 

und folglich, wenn man tissO setzt, 

j I 

Setzt man nun für 

j d.e^ X f dKee ^ /ö^^^ (ö»+^e«l 

die ans dem Obigen sieb erge^nend^n Aqsdr^ke dieser Gröfsen, so erhält 
man folgende Gleichnng: 

,»+1 »+1 4+1 . »4-1 A+l 



r 




« 



oder *+i »+i »+t Äti) »+i 

= PI 



»M ^ » * 






+iPi*|{Cx + C,i^,ar«-H«Xip>+.... + eta?»-»|, 
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oder, wena mau auf der rediten Saite naob Poteoua too x ordnet, 



Da diese Gleichang Ar jedes x gilt, so irt idlgemeiii 

r ^ p^ =s i 

^1 ■= .^4 — *> . 

und, unter der yoraossetKoog, daCs n^O ist, 

Nach den Principien' der Diflerenzenrecbnaiig ist femer för Ax bs l : 
A'.a?" B P2(x + a)-— Pi(x+a— l)"+l»;(x+«— 2)"— ... 
W ... + («.i)-ip.-«(a.+i)-^:(^l)-p;x-, 

and rolglicb fär d?=sO: 

A-.o- — p:'a"— Pi(o— i)'+p*(o— 2)»r-.... 
Aach ist bekanntlich immer 

A"+».0 SB A"+».(y = £k"+».0^ «s . . . . 8S a 
Nach S. 8. ist nn^ 

and folglich 

"il = Pi+p«+pj+....+p», 

oder, nach einer bekannten BezeMinaag, 

5 = TPj^, 



; ' • • ". -- 



Da aber "- ' "' " ' * "'" ' "' 



ist, ao ist auch 



} •— 



• ■ > T 
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V • '» 



und folglidi, weil ^ach ^lir Y orbergeheAdei 
oder 



iM» ).. 



».>. -' ui 






■■"*• T- /^ ••„•'■». I 'i? ..r-i^-i-i««*^! T.^,'> ii p'«-/" ' »• ' i'i . if ' 



d. i., wie leicht erhellen wird, 

Da aber nach dem binomischen tiehrtai^ offenbar 



») ' 



's P^ = (1 + 1)» «; 2* ^^ 



ist und 



C .r,V 



« » f t • 






■r 






g^lat werden kaqp, ■ to. -W . .^ .^'^ . - . . 5 . ,' \ -r ' 

Nacb S. 8. und dieser 61ei<Aui|(|» ik^nimio^r- 

l.C, = P,'.l.C,+F».'l.C.+P/.l.Ca+......+>',*.l.CJ 

= P« {P^,}i^-i. jl^^-- , . = H - - 

;J:P,'{P».2»— P/.i'i 

nad folglich ^ ...',', -^^ lAift 

1.2.^« |p;'{P«.2'+P».::^P«.2*+..L+p*.2»)i.t, .4,- 
•_^p;{|^. tNf. P»;i?*^ !*•. 1*4': . . . + p». 1*} 

Da aber ^ •.... '-l .-'-; .^.t\4--'.:, J* ...'?•.. '•..; n -- 

0= P»Ä«.0P+P/^,9\-;- .''. . -in 
c= P»{PJ.2»-P^f,fW^0P} 4iPj»{P»ilB;»^P,M»+ P,\(y} 

= P»{Pj^2°+Pj»ia'}^i^JP<«;\»+^/.y)%*',^^ 

s= p» ^ Pf . at'^^jp'^ Pf . i'' 40»' p?; ' 

Creld's loonul f. d. M. lu. »T^Heft S. <!Hl '^ 



«t .. 
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oad offenbar '^ p>'^2'' -^'^P'''¥''^ä'^''i^f'W ^''''' "^''" 



^=1 /'=^ /«sst 



ist, so ist Attch ■"»'•* - r 

1 . 2 . 83 = p» 1* p^ , 2'! — p • ^ p''. i<f + p,' p;. 

Da onn aber offenbar neicb deb binoiniscliefa' Lehrsatze aUgemein 

JfSSJK |. f : t ■ • I r « 

•J^^l ---'■'•■";. i: *\ ■- "■> 
ist ond ' !: ' 



I • 



^ gesetzt werden kann, so ist 



. • -^- I .. r.. -»V 






1 • -i • C^3 SS ^2 • J — ~ Jr^ • -i "J- «2 • l • 

Nach f. 8. nnd dieser Gleich|iii|^i8ti(Brner, aof ibnliche Art wie vorher: 

i.2.*^4 = p^l.2.4+^^l.2.d+p^feic,•4'•I':^.'+W'^^ 

+p»{PI'.3*-'— P/.2»-»{4^i*^V.H| =n - 

und folglich | 1 . 'v^ — 1; . *\ • =;i -ir. 

1.2.3/iS = |p,"{p^3»+p»*^l•J^il¥.'^'.•H^VH-J'^3*} 

— iP/ {Pt».2' +P|*.2«+ P»».2» + .«.. H-Pt*. 2*} 

s^'s Pj['.3^-^P,•^P,^2'' + P,' I'PA'.^."^''" '^'" 
Da aber: .'*^-' r '?'■•. '^ -{-^'^..«C^-l.nr.A : "=?= /).SM 

= Pi*{l?.3»--<F4^2"+P/.V-*a»'0P} • 

+ p,' (Pi*. 3^^i.t/;*:f ^/;ft#^:t)'i 

-|-Pi'{P,».3»— P,'.2'+P,M»— P/.O»} •>.'•; >M\ 

=s p«{Pj».3"+p/.3» +t^t^''^ -' ' '- ;"* =- ' 
— ivp* 

= PS s ^^.3"— P/^Pji-.iz 



liri; 1=11 




tu. Ür^m0Sfi$^^ ^mmwmg gpß^er.Meikm. %^ 



und offenbar ^^ «. o. . f^-n^^ w,, 'S* 



s p^^*3^ + s J^jc.-ä^ = i JP/'.a^, 



> < ' 



/<=^> /f=3 fi^l 



'-1 



f 






. 4- 



isiy 60 ist auch 

I.2.3.C4 = P'^ S Pj^uÄftni^F^oiS l^.2ri^J^J»/-P](?^i^.-^i»3^i\% 

und folglich, auf ganz ähnH^^Ait jM^ ^etpl 

wie man auf diese Art weiter gehen I^ann, erhellet hiei^s ^^cnbdi 
deutlich genug, und es ist^^hie affgemetn - J^ 

.^ .••+(-lr'^r^2"^+(-lr^l^r^l*5 

oder, wenn wir mit Gaufs v '^ ^^ , A 

und A — 1 für k setzen, s , \ 

oder auch, wie leicht erhelli^n wird,, , ^ 

und folglich '<'j\iij<\ i\\K.XM'tA'\\\A- ■ '•Auv^j,\:.- ,,.1. / . •* :.i 

also 

Dals diese Formel för n s 1 nicbt;|;il^ |al l:lar. Wir wissen aber aus 
dem ObigCBf-' daAi^iniuiii 'ii^^ Tio;i!iijtk;uv^v44r) huy .^Jiiit)i)i '.vy^n^ju ' üo>h U :'..;/. 



* - » • 
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Man kann auf sehr eiofache Wtiae för C. nadh eineB andern in- 



' 4. 



■ 1 •• 



dependenten Aasdrodt fittdm. '^ 

a 

Bezeichnet namliQh JiC^ die ()ctewCl|i8e[.dar iQpmbiDationen mit 
derbolungen für die Elemente 

1, 2, 3,. 4, Ki 

so hat ttae, wie leicht m findeD^ die %elm(i6tt ' "^ 

wobei aber zu , be^ierkea «ity .d^i^. W.^iia ^^ML ttflatioD allgemein 

gesetzt werden mafif« ,, , 

' Dies vorausgesetzt. Iiat min die folgenden Gleichongen : 

J-« »-a I-Ä .*'. K\:-i.' ,\ '-■ : ' — .' -' 



* 



• • • • . •. • • 

1 1 

ü Cl 



In S. 5. sind aber die folgenden Gleichungen bewiesen worden.- ^;;; v i-i 



\ • '- 



t — 



"ft I - "... 









' • . 



■ '•-•«■i^i-;.iL:K*«»,- ■• 



ii 




, »4.1 .^ 

Ans diesen beiden Reihen von Gleichuiigen eriielletyi4afti^ wemi di6 Aber 
einander stehenden Glieder dtk IteMen Iteilien 



. I 
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* » t Ä ,. k .V* • -. ( 

C^i> CJ|, Ci, C?«r'"^ •^•*- Cir' « 

einander gleich sind . dies jedj^^t anch von den übereinander stehenden 
Gliedern der beiden' ReiheDT .^u - -^ ' 

• • K^j • Ä^, • J^, ' JE4, ' . 1 . • JEj+i 
gilt. Da nun die <bejde« ^&r6^ii ^ > ^ 

in der That einander gleich sind, so f^gt^kii 

mAätifiejm^i^ mi^eäkuiWWkmh' medet der l/äA^kl^^R^iBen ' 

• k l k l l '■ ■' ^'•' ■*-^« 

'•-••<^\^f-Jp^" ..^af>' ^o.\ *■.?.• • -Ci>-^' 



. _ t 






"»-4 k1^„ »-4*U »_4' ' ^ ■ ■« 



,, ■ ■•• 






Wiederholongen 






•1, *2jf_; 3; 4, • 5,' .- . ; . n 
bezeichoett. ,, ;-».\;^i_;. S^,^_^J->/^■\■•v.-f 









> . 




Nach $.7« «f nnpo ^ T '(»"•' - V • 

Also ist Dtch. %.9y, yr^ifff^Miai^.fn ^ ^k x noabhäogigep Coefficientea 
ihre dort gefniideoen AosdrteklBie^t: '"'■'' 



2S8 i»- CroiMr«, Slam»!«««» »««rw«« ,*(♦«•, 

(^}.= »rw,^ .h .h ■:^ 

, , Vt • .' . f . • . ,*A • , ,^ • , >\ • . ;"A • . • 

Seteeu wir aber IlOss 1, so ist, wnl nach 8.8. auch i*^ ^ 1 xu setzen 
ist, offenbar ^ ^ (-1)' ^^jv.|i^-i ^i-i^ 

rh.', -Il'tlili ■' »JlTxi'H' I t:..:: -nTriüW^O« , {xils ll'U-ji^ ■|^i»IIBIli;) IJ-ilT .■:'.. i:. 

der Form j. > i 



.111 lll- 






• .V KV-- .1 



+'^C,''Wrii£^ S C-iyj»;:!,.'-.,.»,,,!-..,. v;,,! 
vieder'ffiÜ ^e«^hönc|im1S7>iloEf'||^lKffer«Dlälqaolieii(en 



oder, wenn wir wii 

einfllbrea, uüter te Kojül". ' 1 — ■ ':! '^i~'^ = ^'Ä 



;: HU'»*/ .l'ilm 



(i-ili; .i-jil'liio' J (I 

sdireiben. 
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Aus S.7. und S- 11> ergieU sich iiaA"!teiIg«ttaeüriTb«JM«ft4'>«' 
Wenn für Jedes x s^ru c2te seatM beeiiamten \€fr4mcfn 

f «f, «o ist für Jedes x üuAschen denselieii Cfrenzen, wenn k eine helubige 
positive ganze Zahl bezeichnet: 






: vi,,)i.m;, •;(» 



.(-7.1)» "4' 






.)•-»; •;.- • 



1 -.*-i 






r lifSi 






" ' +«'K(-f,Äf ('-D'i^ji^s 



^ u;a« dasselbe tst,nut^ ßer^^ewöänUchen Bezeichnung der Dif- 



• ,^'i.-f^.i.(.-4-»l)i'>*w "i-ii <p~. . . . . 

Dafs man för SSb too^i^ 'tii'M^lb^'gM <^ffic3eDteD auch die in %. 10. 
gefondenen coipbip^orjicmsa^^aim könnte, ver- 

steht sich von j^elb8fl'''B& ^a^rJM^ Bemerkung 

genügen. »x *l> *x*f. ''i.*? xi 

Wir woHenH^f^;.!^ 'ibig^.li^iiQi^Je'Voiiiier^anf einige specielle 

Fälle MWOMfeu. V. •: l + 'x c«') + '3; :..;; + -^ l J; + r, ''\ -u-- i -. 
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BekaiujüUiqh ist für je4eji or /, : !,•.., i? .u .» J>ji : . f: ; /. 
Da uoD allgeniem ' »+t.r-r -^-; 

ist, so ist nack ^IS.^ wenn A: iaunf r euiß fa|g^ 
für jedes x » i ' 

*^ 1 ^ 1.2 ^ ^.2,3 ^ 1..,.4 ^•••* 

Also ist B;B-.fÖ^ jedes »■• • 4- '• •.•<:••■■'»., LH" 4- -v.;».-? -!•». 

1 + -^ + "xx + 1:2:1 TT. itnrr^ •••• 



.'.\ . •V'fcV 



s 



l^f 4P«^^\ 



£ 



♦^ 



•u H- 



l*jr . 2*JF» /^3»ä:« \ 4*jr* 






• • •• 




[>/ 



r;[ i;v 



1 • • • 



2«jt» , 3«*» . 4«** .U";."iii'n. 



^ . l'jp . 2'JF' , 3'J» . 4«dr* , 



-1 . 
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S. 14. 

Unter der Voraqssetxaog, dafs 

-rl<af<+l. • 
ist, ist bekauntlicli füi* jedes a 

Da nun ' ^ 




ist, 80 ist nach $. IS., Arie man löicht %wiet, unter der Voraussetzung, iAiifs 

— l<x< 

PS + i.»lP; * + 2* P: x' + 3* Pia?' 4- 4^ #♦ a?« + . . . . 

+ 2a?'(l+*)'-'( J)'Pi »* (- 1/i^-y-^ 



+ 3x'il+x)'^(r-iyp/^^iyP^-'fi^-'' 



4 4 ^(1 + »)-•(— i)*p: 




• ■ • ■ • ■• » . 

• • • • • • • •-. • •'• • •>•' •'•'■ 



Setzt man — x otalt x und a = — 1 , so erhält man 

1 + l*ar + 2*a?' -f. 3*ar» + 4*ar* +.... 



+ 3 ar' (1— a:)-*(— l)»'s (— 1/ 1^"» i^» 



wobei aber iminer die Voraosseteung fest zu MUen ist, dafs " 

> _.1<<P< + 1, 

■ 

d. h. der ^ksolate Werlb von os kleiner ab die Binheit 80ui miife. 

Grelle*« Jownal t d. M. Bd. XXY. Heft 3. - Sl' 
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VI— .. ^* 



^ «.15. 

Wir wolleil jetzt zonächst die beiden"* JVinotioiien ; i.r.A 
f(ef) ä: ^eosbx 'mi\ (P(ar) = Ä^sin*|p 






in Reiben lio eotiii^ckelii Mdien. ^ 

Ffir die mte Sieoer beiden Fdnctioneir so erj^ten jittlr durcb Dif-v 
ferentiatioo : * "^ , .^Ä . j. 



Sfl^n wir aber ^ ♦ ^ gS ^' '^ '"'• 



9 = mit (Tu lüf I SS arcsio J^ 
so ist 



ö = (#+*»)* case, * = (a«f y^sinfti^^ ' 



oder, weou Hm <|er KiQrse 4re|;e^ 






^i - .Jh . . 1= 



and folglich '• • ' ^f - n^- » 

Hieraus ergiebi 0i<Ä doroH fernere DiferenüatioB i «, 

s= Ä.'^{cO89co0(9+6dr)--0ioe8ta(9+»dr)} 

/""(«) = A.*^ {acos(2ö + bx)—h sin(29 + **)} 
«A.V* 008(30 + »a:) 

IL 8> W» 

Also ist ftUgemem^ 

Auf gaoz ähnliciie Ait, erbält niia ^ 

<P' {x) «= «" (i cos*iJ^ a 8111»:$^ 

= W' {sin S 008 ($+&«) + cos 08la (9 + id^ 
I... -.».^ 7li?4lf ■Hi(2-9tf*Aap)> f 'i< /' .; i.»>*A !.. 
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^«'(ap) =s W{*co8(2ft +*») + « sin(2fl4-*a?)} . 

d. 8. w. 
Also ist allgemein 

Folglich ist 

, ..1,2.3,,... 4-*^ (>e^^ — 1.2.3....« " ' 

WO ^ j^inen positiiven ecbtea Bruch bezeichnen soll. 

Der gröfete absolute Wertb von 

cos(it9-{-^^jir) und ain(n&'^b^x) 
ist die Einheit. 

Da ferner bekanntlich «^1 ist, so ist, wenn ax positiv ist, 

md, wenn äx negativ ist, 

Ist also n nur erst gröfser als der absotate Wertb von K x ge> 
worden, so werden sich, wenn dann n fernerhin wächst, die Gröfsen 

1.2.3....>l' ^*''» 1.2.3....»^ ^^ ' 

offenbar der Null immer mehr imd mehr und bis zn jedem beliebigen Grade 
nähern, und es ist folglich, wegen 

/«(O) = K"cosne, (P^"(0) «= \"siniifl, 
nach dem Maclaurinscheo Satze, für jedes x: 

«" cosoa?«i+ — j 1 j-^ I j-^-g r 1.2.3.4 >'••••' 

.^ . j;,^ Xxwid , i«jr»Bin2ö j^ A»4:»8in3ö , Afx*8in4Ö , 

« sinoa?— — ^^ + j-^ +—1:2:3 r 1.2.3.4"+ — 



•» 



8. 16. 

Die beiden Reihen 

1 «yco s a x^ eog2« x^ cos 3« x^ co 84jr 

' ~r~' ~U2 ' 1.2.3 * 172. STT' 

jrsincr x* sin 2a x* sin 3a x^ sin 4a 

r~' r:2 ' 1.2.3 ' 1.2.3.4 * 

lassen sich nou auf folgende Art sununirea. 



. • • • 



» . • 



34* 
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Mau setze m ¥örig;eii Para^pheB «ss coaa, ^=s aina, ao ist 

\ = (ooaa'+aiaa')* = 1, 
und folglich 

:=? arcoo9(co8a) = arc8iu(0toa), d. jL 9 s=s a. 

Alao ist nach S. 15. far jedes x: 



^tma...^f ^^^\ 4 ■ *eoB« , x*eoa2« . x*eoa3a , x*eoa4« . . 

^amm^* / \ jrsina , x*sin2« . x^mm3a , jr^aiH4a . 

Aach ergiebt sieh ans f. 15. oonittelbary dafs, wenn wir jjMzt 
/■(x) = ^****qa8(ap8ina), (P(jr)== i^'"*sio(jp«no) aelseiiy 

/^»(x)=^~*cos(Jta+:rsiiia), ^^(jp) = ^—aio(Jta+flpaiDa) ist 
Dies ToramgeselEt, ergebt aich nun am f. 1^ für jedes or ami 
jedes positive gmto k: ' 

*T — ^T 1" — 1:2 — + ~t:23~ + 

+«'«*— C08(?<%+x»ino) ^^^ 's (—l)'IY-*f«'-* • 



n2 



und 



i ' 1:2 ' TXä '»'•••• 

=i * «»— sin ( a+ arsin«) ^~^* S'C— ly !*;-• ft»-' 
V + x**''«-«»iii(2o + xsiqa) ^~|^* 's(— l^l^^'ft*-' 



(-1)' 




4. x" e"^' sin (3o + «sin«) '~^' S (— 1>"1^'jk' 



»..i-i 



+ arV*— sin(4o+a?8iöa) -^^j^'S (— l)"!»-'«»' 



+ X» «*"-« sin (*o + ä ak'k) 4=^, s c^ 1)- Pr^iih* . 



^. 



• * 



• • 
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«.IT. 

. Wir wollen ferner die beiden Aeiben . 

1, xcoscij x^coa2aj x^cos3a« a^cos4a, 

• • '■...*.' - ■ , . . 

xsina, x^ sin 2a, x^ainSfij x^sin^dj 
s&u sumtniren sucbeu/ 

Nach bekannten goniometrischen Formeln ist 
orcosa :s xcoaa^ 
ar^cos2a = 2x^cosacosa — x^^ 
^cos3a == 2iP*CQs2acospt — x^com/*^ 
a?*cos4a =^ ia?*cöfi(3acosa— ä?*cos2a, 



• I 



o^^'^nass 2x''cos(ii — l)ac(isa — j?"cos(j»— 2)a. 
Also i/st, weniwman addirt und . 

Än= l+j?cosa4-a?^cos2a + ä?^cos3a + ..••+ ^"cosiia 

' ' ' . •- ■ ■ ■ 

selzt: 

* ■ 

• • • ■ ' 

— {jS„ — ar^^^cosC«— t)a — a^^costiala?^. 
Hieraus folgt, wenn man 

Scosnacosa = cps(ri + l)a + cos(n— l)a 

setzt, ohne Schwierigkeit: ■ ^ \. 

(l-#2a?cosa + Är^)Ä„ sä t^4rcosa — ^{co«(ii'+l)a — ia?cosna}a?'*+*, 

und folglich 

^ 1 — jrc osa cog(yi+l)g — ^cosna „^^ 

" 1— 2jrco8a-f->r* 1 — 2jrt508a-f-;r* 

Da nun der gröfste absolut« Werlh von cosita und cos(n-f-l)e& ^ 

die Einheit ist, so nähert sich^ wenn der absolute Werth von x kleiner 
ab die Einheit bt, die Gröfse 

cos (n 4- 1) <» — ^' cos n a „^i 
1 — S^rcosa+jr* / 

wenn n wachst, offenbar der Null, und kann derselben beliebig nahe ge- 
briu^ht werden, wenn man nur n grofs genug annimmt« Daher nähert sich, 
vorausgesetzt dafs 

ist, die Gröfse iS^,, wenn n wächst, der Grenze * 

* • 1— jrcoso 



1— 2drcosa4-x* ' 

liiT nahe cebrtfiDbt werden, 



i, 

genug nimoit. Also ist 

1— jTcosa -i+a.co8aH-a>*oo«2a+Ä?*o«3aJ^....{— !<*<+!}, 



. » ■ ; I 



1— 2j:co8a+'*^* 

Ferner ist nach bekannten goniooietrischen Formeln 
or sin a s= o^sina 
j?^ sin 2 a = 2a?^sinaco9a . 
or^sinSa s= 22r^8in2aco8a — or'sina 
a?^sin4a es 2x^8in3aco8a — ir*8in2ä 
a^sinba = 22r^8in4aco8a^ar^8in3a 

j:** sin IIa == 2 x" sin (n — 1 ) a cos a — a?" sin (n — 2) a. 

Setzt man nun 

. ■' ■• ■ . • ■ 

Sn =3= arsina + ^^8in2ä + d?*8in3a-|-.#,. + a?*i8iniia, 
so erhalt mau, wenn man die obigen Gleicbungen zu eitfhder addirt: 
s^ = a?8ina+2(^n — x^ainna)xcosa — {«^— jr''"*^8in(ii — l)a — w^amna}x\ 
und hieraus ergi^bt sich, wenn laan 

2siniiacosa =s siii(i»4*l)0*t'^>n(^'^l)tt 
setzt, leicht 

(1 — 2apcosa+x')*„ = jpsiiia — {sin(n+^ya— jpsihna}dp'^', 
oder 

Hieraus schliefst man auf ganz ähnliche Art wie vorher, dafs ^ 

m \ 

ess drsina4*x^^in2a-f"^*io3tt+x^^o4a-|^*... 



orsino 



1 — Uxcosa+s^ 

ist. . ■ 

S. 18. 
Wir wollen nun 

setzen und die Differentialquotienten dlfeserSSinctbn zu eiitwickeln sii^ 
Dazu gelangt man am leichtesten mittels der imaginftreki GrOfsen. 
^ Es ist nämlich, wenn man (ßr KOrze .wegen ^(^^) s i setzjt, wie 

leicht zu finden: . t 

und folglich, ^em man dtfrirentiu^,, .^^ n-r ji? ,iii . >»: . .:, u i •. 
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2/-"(x) = 1.2<l—e«*xr\«'«*+ 1.2(1— e-«'^rr^e-^«^ 
a/^'Car) =i 1.2.3(1— ^»a:)-*-«^ + l. 2.3(1— «"«'x)-*.^'^ 

Also ist aligemein 

• »SS ■* — yw ^■* I ■ ■■III« 

** 2(1— e^jr)«+* "T" 2(1— c-^x)H-t 

e"'»(l— g-"jr)"+t+e-"«'(l— e''j:)»-*'* 

2[1— C?^+r*')JP+**]"+* 
^^ tfK»*(l~ g^jr)'^*4:g^"'.(l--g**x)"+' 
"" 2(1— 2*co«a4-jr*)"+^ * 

Nach dem binomiscIieD Lehrsätze ist aber 

«"»« ( i_ e-^ x)"+^ + «-"" (1— «"'■ jp)"+* 

= '«■*%+i»>^ — 1"2 '"^B+i- 2 ~ 

+2c--ar'i':;L-^^^^^t£i!L^-i4. 2(_i)-p:+,.,» 

g_ 2(— l)''i»°+i*° cos(n— 0)a + 2(-^!y Pin«» C08(n— I)a 
+ 2(— l)'P„Vi** cos(i»— 2)a4-2(— iyP,%i«»cos(n— 3)a 

_j.2(_i)«-ip;^»j,»-tco8(?i-r(»r-l)>a+.2(— irP:fri«"qos(ii-n)« 

+2(-ir^p:?;a^>cos(ii-(ii+.ij)tf ; 
= 2''s (-irPÄ-i*'»«»^^— f)* > ' 



o 



398 ^0. Gruneri, Summirung geioissei' Rtihtn, 

und folglich nach dem Obigeu: 



f^'^Hx) _ j^ 



n+i 



U(n) (1— 2a7C08a+.j:*j''+^ ' 

alb'O 

Nach §• 12. und S« 17« ist uton, wenn d^r absolute Werlh vou x 
kleiner als die Einheit oder 

ist, und k immer eine positive ganze Zahl bea^eichnet: 

1 + l^x cosa4- 2*a?* C08!2a + 3*^jp'co8 3 a-f 4*jp*i5084a + • . . . 

s= 1 

'S(-l/'P«u;^COsCl^i.t)a^=, . 



(.» — 2*0080 + JP*)* -csi ; 

ßixdi 

s (-i)'p/;,i'i»(»-rt»,^ 



f^ 



Wir wollen ferner 

X 810 a 



^^ ^ 1 — 2jrco8a+jr* 

setzen und die Difierentialquotlenten dieser Function zo entwickelo suchen. 

Darob eine leichte Bechnöigf isberze^gt' mao sich, dafs 

2 i (p(«) = (1 — ««'l)-»— <l,H«^— • xy 



••, 



ist. Hieraus erhält man durch DiflOWbofllRtion 

>•)!« '•ij4ji^<»f)>>aMfi-:o7 t^lj|»linb>Tf?B»^'>4Hi(I »tt^»(fe«wg-m»)lW-i^ 

u. s. w., 80 dafs allgenein oiü^jH f,j', .ti.U;;ii«)J7/i|/f^, ».nrjj -i:.:!; ibiii; i" 
Ganz auf ähnIi9K«^4|:^^JKk.,f|^|)9i; §flde|;jB»n.,ii^^,;^ ^^^ j,- , 



-»V 



n(») (l— 2*co8a-|-i*^)-* ' ' '""^ 



Folglich ist nach $. 19. und S. 17., wom dei"ab8ointe Wör 



rtfa von X 



■ 



kleiner als die Einheit d. i.' * ' ' ' ^^ , 

';H ( '-'^ i« 4- . . .^ ^_ ^y p^ ^ ^ ^2 _ fC) a ^ 
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Vis bat .aBB «ael dem Bisberigei^ mtor^ der VonuMS«|lMa(^ dab aicfa 
die Reibe -A, Jkiaf-Jk%i^^ ^t^t -^9^» * * • • etmmictti liftl^ .wenn 

ist, aocb gar keine Schwierigkeit, die Reibe :!''.)itir>»!i.. ".if}' « '. ..ff .• 
J(P(0), Ji^('l)d;>' JC^i)^« •••• Jl»^(|ii)i^, .... «I dboiniirea. 
Man gelangt nSmlieb mitteb des in %. it. bewiefSeneh' ^beorens 
sehr leicht «i dea fipigendeit J^i>^^* ., _. . — 

tMMl, indem k- ntüt foriHtt-güm» ZtM Ji urit tmB t , 

"(PC») ^ a+riW»+«|i^*+.4%»»'^ ....¥«*«* 






no 

+*'r'(«')f#.!f(--i)r(%M'+4iM'+.-..+«»f«*-')^r' 









Wenn also s. a der abw^iitö '#JlM|Mi'\ "fltttief^ i^^ 
wenn — 1<-Jp~^^'¥'&t;- i&^'iirf''W'<n»'i.''rf.'-herfOi^t, 






• ••• ••«, 






^*'^*^^(--i'^^j£pc!^-:; . . , ... , 
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.... + Cc::ri<^/^:"|iVtlAi-' ^^^'•-[>l .i^ ^ 



Wir wollen nun auch ,d|e S|ii;|i^i«f 4^r imaginären Reihe 

in den FÜIen^ wo dieselbe möglich ist, versocheB» 

Ma» «ieteOi\- '{_ v; ./ ' ^•'\^ i,, •■ + 

80 hat man zur fiestimmaiig "^voii Oitmi'^ßä heid^ Gleicbangen 

<}uadrirt naa dieM beiden .Gleiohnngen and additt die. Quadrate dann zu 
einander 9 so erhalt «an 



und zur Bestimmung ton 6 hat mw aanii'ferner 

^ ^ = arccÄ— =s arcsin^. 

^ ■ •■'? <;!«>*- -^' -^^ -'»'^ 'i ■' ''" ■ /viii-^ "f .'VOM a'i i i 

Unter der Vo|»iip8et»ii5|^jd|^«. .^^^^, ^^ ... 
i9t DUO nach $, 16. vnd f. 19. 






-- ^\\. ^^ ... 



t -, 



^ I # »V. 






4- 



;r- 



V» 









-' 2 ^"^ ^ - 



1; * 






* « 



35» 



* 



27« 



i&V flPri«i»Ariy ßumutimtty gtwm» 






. - — ; . ill -^ — *■- . - o » 



tf*) 



■. l -*=■', V 



»- V. 



Also ist, immer ooter d«r Yoraasselaioff, da(s a^' + v^K^l ist, offenbar 

l+l*e(cosfl + sin9/— l) + 2y(öos2e + siB2flv^— 1) 




= 1 






/<sä 



/"=» 






V--V«g*M 'i 



f^ 



/*=».- 



•iH^^ 



[1«j|*e<^*«<^ 



2eco8if+e*) 



l^ 



-•- \ 












--;•.> f 



■o-' ».- 



(28 ^:-üfy^*g^,^t«<»^»^M-ö+8in(ft— f«)öv^— 1] 






JfAx-u 



Es ist aber allgemein y,_^ ^ n - \ >o » u ,^,' n Vi~; ^ 



% '(i — ■ r 



•'\ 1 u 4- V\ j'o-) o ',• " - ! 



•■4 






184 ^ Qrnnert, Summiruf^ gewisser' BeihM^ 2 7d 



+ (— i)'P^i§'(co8Ö + sin fl/"— !)"-*'>-; ■•>- ' 

. . . • « . . . . . . . ijyiy'''- "•"'' •■ • ■■' ' 

l •^>» "/•-4— • f. ••••••••• 

+ (— i)«+ip;+' ^-+» (cos ö + 8ib e »r— ir^-H)} 

nacb dem bioomischen Lehrsätze. Also ist 



I >., :->a! 



^■'(co^g^.gingy— 1)» [1— g(cosg+ginO V— 1)-']"+' 

Nun ist aber ' ''-^ 
, ^_.o(co89+«fnö»r-rl)-* = l-o(£±2l!L=lr 

Femer ist ^^^"^ '''",' . --- . .. . -f- «. -.'vj 'v ■-- •. - '!>•> Ä) — tT . - ; 
1 —'^\ cos H ^-^^ s= 1 — 2 ^ cos 9 + g' (cos fl» + sia fl') 



■' -1- 



■- 1 



aud folglich ■>'■ 1 ^ 

D» aber , t_-vvi ■.;■;■ -a\ .«■,.., > 



274 ^^ 6r»ii«rf > Siiwiriiiiy ge mit w e r Mtikfm% 

lU+y^-i '^ l-*->V-I oder 
ond folglicfa f 
Also ist nach des Obigen 



2 (-l)'l^rJ««*(»»^^)^+«(*-^)*V--.l} 






nud folglfcfc, wenn i .— 

**+T**<- 1 

ist, '^. . . ■_^'-\-- i_- ^ 



+2(x+y /•— i)»(i— «-*iur/'^ir*(— ly X (-.iyi»->»-' 



1 • • • • 









womit S* 14* M Verglciielwn «it - 

Der Fall, wenn ft=0 Ist, mnfii noch beaonden betrachtet werden 
Wenn a:*+y»<'l ist; äo i« mldTf. IT. - 

i+ecosO+^co.2e+^cos3»+.... = tJg^y^V' V ' '■' ^ 

e««+e*äa2tf+^ 1^3(1+::.; « ^_4^$^.,. . 

Also ist, wenn «*+/*<! ist, >! Imr 
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Aber 

Also 



» l' • . ' V ' t 



• • » 



1— (>(cosg— sintfV— 1) __ i_j:4^yy.^ 

Folglich ist, miit iStr ^krtäaaaetamgi hJk ^^f'K^i M 

« i+(^+ri^~i)+(^tr»^-i)'+(^+y^-i)*+." 



•- %'v 



^■- .'» .• 






■■■■••■■ti t*.----^ 

Setzen wir nun wieder -j ,^^ 

so ergiebt 8i<^h anf ganz ähnlicne Art wie in S. 80. , unter der Voraus- 
setzung, dafs y, . .- ,'. 

ist;' •»,■ •'. ,. •■ '^ ^ -. I ; 1-.... — x.x.}. ^ --- -: , ■ --. , ■ 

<P(0) + <t>(l)(a?+y/--l)+(P(2)(x+y/--l)'+(P(3)(ar+y/--iy+.... 



...+«* f»*-')^~' 






• • •• 



.4 i / ^ .) 

■' > \ '' t 

Uni die Notb wendigkeit der bei den v^igen iSnmmälionen geinaehten 
K^iMlHhMagati }ii >tfo^'heltet«s'l3ldNt ittfilielze^^ -^mw ifit' «d6h den 
folgeirtoii Shitz tk}w«te/ ■ 



^,'/ . ' (fiiiut)« ,•■•■;-.•; :, ; " ^ '< • i" '* 
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Wenn üe Rahe 

^kf Xm.^9 f ^[2*^1 ^lj«l^ I • • • • -^4 dP^ ) 9 • • • 

dher^rt, so iiverßirt, vordmsgi$ebii, mafs k ihie pasißve ganze Zahl uf, 
jederzeit amck die Bmke. 



VMi 



Vm diesen Säte- w iieweioeB , «»,.,.„ ! /, Iv r *. ^ . 

so ist :_,/:. -- -. .^.,. . - I .. , -. .- t. .r ' 






- * will '.^ , /. :!'nij!,r; .\ m:;5 Ini: !?'»!'• 2 ..J-» < 

oder . , 

= {(1+ l)U-n + (1+ i)'^^ ff •" + (1 + ^)*il»^*"-»} «* «^^i-: 

— 3;;: — = V-^tT^ 

2\» 



Da DUO 






' . I "I 



a • 



' ■ ■ t I 

ist, und die Gröfsen 

(1+ ly , (,+ 1)\ ^u^ i)\ .... (,+ -)* 

beliebigen Grade nihero, so konmen, wenn n iVM8||9^ytj4i^,^ii!o|s$|^,c»^;,. 






I 






.< I . • ■ t t 



:\a U .iii.i 



•::> 






offeubar-^inäiidei; Smtner bäber und näher mi^ KÖ^tie^r, wc^u^Bian li)jr li 
erofs genug werden läfst. eioander bis zu ledern hAliebicen .Grade ge- 
nähert «erden. ^ . '" * 

Also tiäiem ' sich , #i^u^^ wächst, au0h di^ J^rrMvei^ ^ \ \^ r ' ; 

und ' y* 

dfc li^ir der^ Kür«e- %reg^^ 

bar ipnmer nehr uDd'^ttdbr'''And' ftöuMiiV^cinir' Man irnr it grofe^ f^ 
werden läfst, einanddr bis ^u jedem 4eliebig#n Xxrade genähert werden. 
Dahep».iähe4| sich, wenn n wächstf^^deiH Bl)teh^Y nu". / i// - .^ 

ipd folgli^ii auch der Bruch * ^^ 

der Einheit immer mehr äod mehr und luüu^^deraelbeu, weim sMuttimri« 
grofe genug werden läfst, beliebig nahe gebracht werden. , >i^4ii|^|M| nähert 
sich die Gröfse ^,.+1«?+', d. i. die Gröip .. 

wenn n wächst, der Gröfse P^jf^iX^"^^^ d.i. der GröfaO)/ \\\'v^ii )ji 'o>;i; 

oder der Gröfse 

immer mehr und mehr und kann derselben, wenn man nur it: girio£iiigmli|||; 
werden lä£st, beliebig nahe gebracht werden. Diu nun nach der Voraus- 
setziibg*'dii|t">fteiiie^*<- ' »«i:»»»'*' umj. '.■• « ••' •■■'y^- -V.:.v. .,.'. ...:s..i < :!•».?;• 

-4, ^i^r, -^2^^, A^x^^ . • . . -4^^, •••• .«"^ .i?iii,L! 
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V- 



divergirt, so nähert sich die Gi^öfse 

wenn n wächst, der Null nicht iinmer nelir und mehr und bis zu jedem 
beliebigen Grade (^Cauchy cours ffanafyse de Fecole royale polytech^ 
nique, T^ partie, Paris 182t, p.i26. und Exerdces de mathematiques, 
20"^^ Uvraison, p. 2210* ^^^ nähert sich nach dem Obigen offenbar auch 
die Gröfse 

t 

und folglich augenae^inlich auch die GröFse 

oder die Gröfse ^ 

wenn n wächst, der Nöll nicht immer mehr und mehr itnd ^s tu jedem 
b^bigen Grade; woraus nach dem allgem^iiien Begri^ der Divergens 
d^r Reihj^n (a.a.Q.) unmitteU^ir folgt, daCsi.^ieA^he ^ ^ ,i 

A^r l*4ia^> 2*J^Är% 8*-43^% • • • • n^Jna?", ♦..• 
divergirt; wie bewiesen wenden sollte. # ,i •< 



*l? 



. • ■ .; » 



Die Reihe 

1, ±1, 1, ±1, 1, ±1, 1, ..-. 
ist oieahar eine divergente Reibe. < : > m i i.* 

M'-^Miler 






1 1 > 



»* 



ist und, Wenn der absolWe Werth Von de grofeet* als die Einheit ist, der 
absolute Werth von 

«r— 1 

offenbar in's Unendliche wächst, yflbwet n ii^'s Unenttche wächst, so ist klar, 
4ii£i di^ Jteihe - ' 

auch jederzeit diyergirt, wenn der absolute We|th von dr gröfiito als die 
Einheit ist. . < . . , . V y. 



'• Grundriß Su m m itvist^ fßeuUss^ Meiketu 



M9 



Folglich divergirt nach §. 23., wenn der absolate WertI von x 
nicht kleiner als die Einheit ist, auch Jederzeit die Reihe 

1, l^x^ '2^x\ 3^a^l i^x\ 5^x' . . . . 
und Ist daher in dtm iiiJtodb|f^^#4 

Dafs, weaq dei gbsofan^l^ert^ von x l^einer i^ die Einheit oder 

"•1-i<a:< + t ■■' ■'■■'■■ 
iat, die vorstehende Reihe jjsderzett snofmirt werdeti kann, ist in $. 14. 
gezeigt wordön. 



II 



nt 



*• 



9 

8 
•• 
iO 
ff 
t« 



.>■« ' 



«^ 



M. 



■9 

1 
1 
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1 '*■• 
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9330 

34105! 

42525 

mv 
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1 



1023 

28501 
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24^/30 
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63987 

11880 

1155 

55 
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i« 

1 
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159027 
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1705 

66 
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duiar^ 



4teii Hefte 
, No. 9. ini 
tätigt cen 



ictionen 

D 



Berech- 
Es giebt 
Intwick- 
FuQcdo- 
ers aus- 
sind das 
iid statt 
derselben ihre Amplitaden bekannt^ woraus jene Gröfsen und der Werth 
des Integrals selbst zu berechnen sind. In diesen Fällen führt die Be- 
nutzung der nun zu entwickelnden Ileihen, welche im Allgemeinen einen 
hohen Grad der Gonvergenz haben^ ziemlich schnell zur Ermittelung des 
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Bemi 



Im 18(e 

vou mir 
zu beme 



Nun ist, 
- 1 

der For 
SuniM 

iVieses 
mttkem. 
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2. 



" 8111* a 



0J==tnca.^//— ^— J. 



snc* a 

04 == tiicii.%^— (p— ■^.^l?'• 



2. 4*800* «' 

1-.3 i»(v) 



<l>J=:tUCa.^^— ^ 






1.3.5 i^5^ 

2.4'8nc*a 2.4.6'snc«a' 

1L3 A*(y;) 1.3.5 /^^2 
2.4'8nc*rt 2.4.6"snc*a 

1.3.5. 7 A*^) 
2.4.6.8*8nc«a 



U. 8. W. 



Hat man eine Tabelle, aus welcher man die Werthe von ^w^((P), 
^^(^)j f^^(^)j ^*(!^) w-s- w. für jeden Werlh von (p entnehmen kann, so 
ist die Berechnung der Functionen ^^i , 4^2 1 ^3 9 ^4 ^^c. so einfach, als sie 
nur gewünscht werden kann. 

Mit Bezug auf die vorstehenden Werthe haben wir nun die schnell 
convergirende Reihe 

■^ 2X4 *^ ^"^^ « • ^4 + 2X678 ^ ^^^^ Ä . *5 +....) , 
nach welcher man das Integral '^{u,a) schon sehr leicht berechnen kann. 
Wir formen diese Aeihe noch um, indem wir die Werthe von ^i, 02 9 ^3 6ta 
snbstituiren. Der hyperbolische Arcus \p erhält dann zum CoeilGcieuten 

dncfl(l + iÄ^5nc'fl + ^A*snc*a + i~^A^snc«a + ..-.), 

und da die eingeklammerte Reihe = 777; — rr ;— r = -j- — ist, so ist der 

Coefiicient von \^ gleich Eins, und die neue Reihe hat überhaupt die Form 

Man findet aber 

j 1.3 dnca 1 /1.3,^ 4 , 1.3.5.6 f. . \ 



u. s. w. 
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Die eiiigeklaoimerteu Factoren lassen sich sämmilich sammiren, wodurch 
wir erhallen: 

1 



^J = 



5. 



tnca 



l j 1 / t \ dnc/i 

"^'snc^a \dnca / 



tnca ' 



2.4 snc^aVoDca * / 

j _ 1.3.5 1 / 1 

"^ 2.4.6 *8no*a Vducn 
J_ 1.3.5.7 1 / 1 



dnca 



tnca 



1.3 



ductt 



1 — lÄ'^snc^« — ^ /i:*suc*fl) , 

* 2.4 / tnca ' 



1.3 



l—^k'ütic'a 2 4 

1.3.5 



Ä*snc^a 



-äio^""*'*'«) 



dnca 
tnca 



u. s. w» 

Diese 4usdräcke schreiten nach einem einfachen Gesetze fort; ihre Be- 
rechnung ist leicht; auch convergiren sie gegen die Grenze Null, und da 
die Functionen K^{<P)^ '^^(!P)y '^^i^) etc. ebenfalls gegen die Grenze Null 
convergiren, so hat die Reihe (4.) eine überaus rasche Convergenz; ihr 
Aufangsglied ^// wird unendlich, wenn tang^stnca oder ti4-a = A: ist. 
Man hat übrigens auch 



'J^ 



1 



6. 



tnca' 



• A^* tnadna 



/ _ • J 1.3 ,, ft'« tnadna 



8DG* a 2.4 



» . 2/ 1.3.5 



snc'a 2.4.6 



A*. 



cu^a 

>^* tnadna 
cn'a 



'' snc* a 



t .3.5.7 ,(i </* tng dna 
2T4T6.8 ' cn^o ♦ 

1.3.5.7.9 ., ft'Mnadna 



*8nc*a 2.4.6.8.10 

U. 8. W. 

S 4 



cn^ a 



und hiernach können die Coefficienten J^ ä^ J^ ä etc. auch bequem recurrirend 
berechnet werden. Hat man keine Tabelle für die Werthe der Functionen 
K"(^), A.'(?^), K\^) etc., so erhält man, wenn man die Werthe (5. §. 101.) 
substituirt und 
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J = J-\-A-\-J-{-J^d-\- etc. 
setzt, auch noch die Beihe 

+ — (//— J—J—J). sJo*(P cos® + |y|(^—i~i/— //--//). 8in^(Pcos^+.... 

Substituirt man aber die iu %. 100. gefaudeueii Werthe, so erhält man 

'S(tf,a) = 

/2.1 » , 3.2 » , 4.3 * , 5.4 » \ »miw 

-VO^ + O-^+öTe^ + O-^-V--^- 

, /3. 2.1 », 4.3.2 ♦ 6.4.3», 6.5.4», \ sin 6 od 

+ U-.y.6''+-6T6;7^+6r7T8^+7:8.^^+--^-3- 

, /4.3.2.1 »^ 5.4.3.2 » , 6.5.4.3 • 7.6 .5.4 J , \ «085; 

**" VT.y.TTI "^ "^^ 6.7.8.9 " T" r.T.^Tiö "* "^ OTiöäi "^ **" — 7*~T 

+ 

Es ist indessen die Aeebnang nach dieser Heihe nicht so bequem, als 
nach den Reiben 3, 4 und 7; zumal dann, wenn man eine Hülfstabelle für 
die Wertbe der Functionen V((P). A-H^)? ^*(9) e^c- hat. 

§. 855. 

Reihen für das Integral '(^{u,o). 

Das Integral '^(u,a) = /^!£-'L. — ^'— - kann auf ähnliche Art 

* ^ ' J tnca . sin»« 

1 ;— 

8nc»a 

entwickelt werden; indessen lassen sich die Reihen fSr dasselbe noch 
leichter aus den Reihen für '® (ti^ a) herleiten. Beachtet man , dafs 

ist, oiid liimmt mau für u die Reihe ?^ + jr *' ^* (^) + 5«^ ** ^^ (^) + •••» 
so hat mau 
'«(«,«) = '©(«,«)+ -fi'"-« ((P + iÄ'snc'«.i -^ + J4 A'snc*«-J4.*-^^ 

^ ' \ / / I ip^.^ \j 1 s *8uc»o 2.4 2.4 siie»cr 

4. *-3.5 . e fi 1 .3^ AV?») , \ 

d. b. man mufs in der Reihe (3. $. 254.) zu den Functionen 0x; ^2 j 4>„ 0« etc. 
der Reihe nach die Gröfsen (p, i.^^, J^.^, m-^ etc. 

^' ' snc'a' 2.4 suc^a' 2.4.6 snc^a 
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addireu. Bezeicbuen wir nach dieser Abanderinig die FuDCiionen durch 
^K\ 4>|, 02» ^^3 etc., HO babeti wir, wenn wir aus (^s^amu wieder 

^ toca 



berecbuen, zunächst 0o = ti)ca.\/^ und dann weiter 
02 = tncii.%^ — (P- 






2. < 03 = tnCÄ.Vf'— ^— 1 



04 = toca.^^ — ^— i 



U. 8. W. 



A>(y) 

SDc'a 
SDc'a 



1.3 AMy ) 

2.4 'snc^ä ^ 

1.3 A«(y ) 

2 .4 * enc* a " 



1.3.5 ;i>(y) 

2.4.6*8iie*a 



Hit Beziehung auf diese WertÜe erbalten wir die Reibe 

3. '€(ii,a)«dncfl.%^4-^(i&'flnc'«.0i + j^-A*snc*fl.02 



• • • j . 



Die Ausdrucke 0i, 0^, 0s etc. aber sind wieder dieselben, wie in %. 254. 
Werden sie substituirt, so erhalten wir eine Reihe von der Form 

4. 'C(w,a) = ^^— /<P — /\*((P)— /\'(^)— iA^(^)— /^♦((P)— .^. 
ond die Ausdröcke der Coefiicienten in ihr sind 



'j 



h. 



dnca 
tnoa 



Vduca / * 
i 1 1/1 « 1 1.2 a \ doc« 

/t = jr. r— (t 1 — lA^Snc'll).; 

2.4 sne'a \dnea * 2.4 / 

2.4.b BDC^aVdnca * 2.4 

1.3.5 



dnctf 
ioca * 



dnca 



2.4.6 / tncn 



U« 8« W. 



Sie sind verschieden von denen im §.254.; indessen lassen sich ihre Werthe 
eben sso leicht berechnen. Es ist 




Achtzehn ter Abschnitt, §. 256. 
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6. 



1 

J 


= 


i- 





1* .2 <JdC« 

~ 2«'^ 'tiica ' 


a 


» 


i- 


1 
' Snc* « " 


P.3* 2.4 dnca 


s 


= 


^ 


1 
SDC* a 


2».4».6«'^'toca ' 


* 


= 


5. 


J 

* snc* « 

U. 8. 


P.3«.5«.7« ^ dnca 
2». 4». 6*. 8* tnca 



w A A 9 

Setzen wir immer Jsss j-\-j-\-j-\-,j.^..,.^ so erbaiten wir dorcli eine 
neue Umformaog 



• »• • 



S. 256. 

für das Integral ^)D (u^ a). 



■P • A /-»s/-- \ /^tnadoa^öcpV^Ct— Jfc*sin*qp) ^ --. 

Es 18t ^ß(u,a) = / ^ \^'^ 1 J^, weim 9^=<i»>ti 

snc* a 

gesetzt wird. Da 

==l_|A:^8in'(p_^i^Ä*sm*(P-i^A^siV^ 

ist, so mässen die Glieder dieser Reihe mit "^^ ^ moltiplicirt uud daou 

snc* a 
iotegrirt werdeu. Dadurch erhält man, wenn wieder die Ausdrucke (2. $.264.) 
benutzt werdeu: 

^ tnadna(i&^snc'a.«,+ 2^Ä*snc*a.*, + 2*-^*^ 

Werden die Werthe von 4^1, 0?, O^ etc. selbst gesetzt, so erhält man 
eine Reihe, in welcher \^ die Gröfse 



dnci 
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zum Coefficieoteo hat; daher habeu wir die Reibe 

und für die Coefficjenteu in ihr die Ausdrücke 

/ 

^ = (1 — dDca).(nadQa^ 

^==l»j^^(1 — ^Ä^sne^a — dnca).tuadnff^ 

* 1 3 t / 1 \ 

^ = 2^*J^4^V — ik^snc^a — ^Ä*snc*ii — dncnj.toadna, 



3. 



^'= I^T^aO-**'*"^'^-^*'«"^'« 



1.3 



L 3 \ 

—^k^snc^a — diica^.tnudua. 



2.4.6.8 BDc'aV ■ 2.4 2.4.6 

— :rT-s-Q**»nc^«— dncaj.tnadna 

^ u. s. w. 

welche sich auch recurrirend berechnen lassen, nach den Formeln: 



1 



* 






* 



= *• 



^\. 



= * 



1 

d 

j_ 

*8nc'a 



^A;\tnadnii, 

i^**.tnadufl, 

^I^Ä^.üifldna, 



= *• 



ä 1^ .3».5*>7 

iHc^a 2».4«.6*.8* 

u. s. w. 



ib^tnadna 



Durch eine neue Vmordnung verwandelt sich die Reihe (2.) in 

5. 'D(w,fl) = x// + J.^ — (z/— J*)sin^cos(p— f(^— i/— ^/)sin'^cos^ 

_|ii(z/— i—J—J)sin*(p cos (p — 1^(2/— i—^—i — J)s^ 
und das Anfangsglied ^ ist wieder bestimmt durch die Formel 



• . • • 




Achtzehnter AbeehnitU §. 257. 389 

S. 857. 

Reihe f&r das Integral @ (u, a). 

Wird immer amu=s(P gesetzt, so ist 

^. V /* **en<icnadna8in*y,5y 

Es mufs DUO jedes Glied der Reibe 

mit — gnocna na ein ^y, y moltiplicirt Dod integrirt werden. Setzen wir 

jetzt 

1. tang^// = dna.tangtp, 

80 findet sich 3^ =r= ; — -££i-i-_ also rückwärts -^ — r= — ^ . ^ — = 

V — . Ferner ist 

dna 
y 1—*» sa*a 8in*(p ~ ft* sn* a J 1— **sn*osin>a> i* su* o V ^ *^* 

O "^ ^ * 

Setzen wir non 

f »m^y.dy _ i ^ 

J 1— lt*sn*aaiD*a ~" »"sn*"« * '» 



80 verwandelt sich die vorige Belation in 
und ihr gemäfs findet man 



1.3 



8. 



*, = j^-<P-i(*8n«)\V((P)-|f|(*8na)*Ä.*((p), 
*4 ^ j^-(p-i(*8oa)'.V((P)--i;|(*8na/.\'((P) 



*-^** (*sna)«.V((P), 



2.4.6 
1.3 



*» = j^~<p-4(*8n«)*.V((p)-|^(*8nii)\^'((p) 

u. s. w* 

€relle*8 Joomal f. d. M. Bd. XXV. Hefl 4. 88 
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Mit Beziehung auf diese Wertbe haben wir die Reihe 

^ ' ^ Ina \ * ■ » sn^a ■ 2.4 Bn*a ' 2.4.6 sn*a 

, 1.3.5.7 *, . \ 

+ 2.4.6.8 •'SS^"a"*"'*'V' 

weiche, da «ich die Groben 01. —i^-j —r-^ — r- eto. rasch der Grenze 

' " 8n*a ' 8n*a ' 80*a 

Null nähern, sehr schnell convergirt, aber nicht weiter auf ähnliche Art 
wie vorhin umgeformt werden kann, so lange der Parameter a reell ist, 
weil die dabei sieb ergebenden unendlichen Reihen divergiren und^ wenn 
man sie summirt, imaginäre Summen gefunden werden* 

$. 858. 

Reihen fOr die Integrale S (m^ a) und jD {u, a). 

Aus der Reilie fi3r ^{u, ä) lafst sich die Reihe für (l(u,a) herleiten« 



da (5(11, a)Ä 4r^snasnca.if~®(ii>a), oder auch, wegen ^^ . ^^^ = 
4r'8n«sno«> 

daarft^su«« /h i i * A lp^en^a \^ i,/,^, , 1.3 1 /1,3 **«n*a^i,/r.A 

, 1.3.5 1 /1.3,5 **sii»a^j,^A , 1 ä/ \ 

iirt. Wird die vorbin gefundene Reihe ftir S(ii^ «) «ibslitaift, so erhäk Ben, 
wenn Man wir AbkOrmnng 

* . jLM <*-*)' x'OD^ 

+ 2.4.6 • da*« •*- ^'*'^ 
«. 8. W. 

setat» die mscii cesTei|veBde aewe 

t.3.S.7 », , \ 
2.4.6.» '^^5^ "*"•••*-/ 



I. 



Ae hl z e hnt er Abtehnitt, § 258. 391 

in welcher die CoSfficienten recarrirend berechnet werden nach den Formeln 

h*Bn*a/, ^,,^. 1.3 



3. 






U. 8. W. 



Es wt das Integral JD(«,a) =y i^k*\n*amn*q, ' **•» 

• 1 

mnis nnn jedes Glied der Reibe ^(1— Ar'sin'^) = 1— iA^'siu^^— -^A^sin*^ 

___Ä«s,„6,p____Ä»«n»(P_.... »»t i,|fc«gin« ^i^ mnlliplicrt 
und integrirt werden, wodurch man die Reihe 

^ ' ^ sneaxdnci ' sn^a 2.4 sn^a 2.4.6 8n*a 

1.3.5 0^ 1.3.5.7 0^ \ 

2.4.6.8 • 8ii«a 2.4.6.8.10 * 8n»»a ••*•/ 

erhält, in welcher die Functionen ^i 9 ^a 9 ^3 9 ^4 etc. dieselben sind, wie in $. 257. 
Setzt man in der Reihe (4.) ka statt a, ku statt u und -7- statt des 

Moduls k, wodurch sich awtfsz^ in am ^A:if, -r-y = (P' verwandelt, so 

verwandelt sich ^ (tf, a) in (S (tf, n). 

Setzt man also wieder amiis=(p, 

isinCP' = Ar. sin (P und 
tang>/.' = cnii.tang<p' = ^onfl.cncu = ^^—-—Z—, 

femer 



l 



n. a. w. 



38* 
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80 ist, mit Beziehang aof diese Werthe : 

^ ' ^ Veoa ' (kmia)* 2«4 (isDa)^ 2.4.6 (Jcsna)* 

1.3.5 a>4 1.3,5.7 0^ \ 

2.4.6.8 •(*8Da)* 2.4.6.8.10 •(Irsna)»» •••'/• 

S. 259. 

Reiheii für das Integral 5(tij o). 

Setzen wir in den Formeln $. 257. ai statt n, so erhalten wir 
zunächst 

wenn wieder amu = <P gesetzt wird, und es ist jetzt also ^^(p. Die 
Gröfsen 0i, 02» ^ ^t<^* werden nun abwechselnd negativ und positiT. 
Setzen wir daher Oberhaupt ( — ty.O^ statt 0^9 so erhalten wir 

/ — 4>i = \l/.snc'a — (P, 

•^ * ^ 1- 1 z tnc'^a 2.4 ta&^a ' 2.4.6 loc'*« ' 

» ^•«»"«' " '♦'"*• tnc*»« 2.4 tnc'*a ^ 2.4.6 tnc'«« 

__ 1.3.5.7 X*(qt) 
2.4.6 8* tac'»« 

U. 9. W. 

und mit Beziehung auf diese Werthe verwandelt sich die Reihe (3.) in 
o orte n^ — ^ Cm \ i ^* \ ^-^ *» . 1.3.5 0. 

, 1.3.5.7 0, , \ 
"*" 2.4.6.8 'S^ '•'••• V 

Es läfst sich diese Reihe noch auf eine zweckmftfisige Weise umformen. 
Setzt man die Werthe för 0j, 0,» ^* ^tt ••••! so erhält ^ den Co€ffi- 
cienten 

""«Täv **to'«a^2.4*to'«a 2.4.6*tn'«o ^ •"V 

— — ^ 1 . 



2. 



■7^^^^ 



Achtzehnter Abschnitt. §. 260. 393 

daher erbält die amgeformte Reibe die Form 

19 

and für die darin enthaltenen Coef&cienten Jy J^ ^y.... haben wir nun die 
Ausdrücke 



5. 



sn'a ' 
! , 1 



' tnc'*a ^ ^ sn'asDc'n' 

<^ 1 / , j , . 1 \ 1 

.4* tiic'*aV "• **tn'*a/ * sn'aanc'a ' 



i= «•' 



$ 



* 1.3.5.7 

^= 2 



1.3.5 1 / / __| , , _1 ^ 1 \ 1 

.3.5.7 1 / / . ._ . _1 IJ 1 

.4.6.8'tiic'»a V°" ''^♦•to'»o 2.4*tn'«o 

. 1.3.5 1 \ i 

"*■ 2.4.6 • ta'*o/ * 80'« •u&a 
V U. 8. W. 

1 S 4 

Setzen wir daher wieder J=iJ'^J+J'^J-^...,, ao haben wir auch noch 
6. Ä(i», ä) = — ^^ + ^.^— (//— /)sinPcos^— f (J— J— J*)8>o'<Pcos^ 

94 013 94fi 013S 

— 5^ CJ-J^J~~J) «in» ^ cos p — jyl (J^J-J-J--J ) . sin^ (P cos(p - 



• • •• 



$. 260. 

Reihen für das Integral C(Uß a). 

Setzen wir auch in den sieh auf S (u, a) beziehenden Formeln 
S« 258. jetzt ai statt a, so erhalten wir wieder 

1. tanff\^ = -?5£2 

und setzen wir nun 

^0^ =s\//.snc^a — ^.snc'^a, 

<P, = ^//.8nc'a-(P + i. ?2^ V((P), 

^ ' * tne'*« 2.4 tn&*a ^^' 

5 >K*»"^ » ^~* Uic'»a tDC'*a~2.4.6 tnc'«« 

1.3.5.7 8nc'*a ^4,^. 

u. s. w> 
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80 haben wir die Reibe 

3. C{u,a) = 

sn'aenc'aV * **tn'*a ^2.4 •tn'*a 2.4.6* tn'«a ''"2.4.6.8* tn'«a ***•••/• 

Werden fflr ^i, CP,, 03, ••. • die AaardrOcke selbst snbstituirt, so erbalt mau 

4. C(th ä) « 

^^^-/(p+i.^*((p)+J.^'((P)+^/^^*(^)+i.v((P)+ 

und für die CoäfBcienten in dieser Reibe die Ausdrucke 
^ = — (su'a — enc'^a). — ; r— , 

J— *-3 1 ^ / ... 1 1.3 cnc^< a \ 1 



6. 



i I 1-3. 6 1 / / - . , 1 
^^2.4.6 tuc'*a\ • ■ tu'* 



1.3 



2.4"ui'*a 
, 1.3.5 «c2«\ 1 

"** 2.4.6 • ta'^aß^M'asoCa » 
♦_ 1,3.5.7 _1 / / .ti 1 1.3 1 

"^ 2.4.6. 8'to?^V" ^~^ + *'iS^""2:4 -to^ 

I 1.3.5 1 1.3.5.7 nena\ 1 

"*" 2.4.6* In'* a 2.4.6.8* in'^ii /*8n'asoc'a 
u. 8. w. 

Durcb eine neue Umordnung der Reibe (4.) verwandelt sich dieselbe in 

6. C(u, ä) = 

^•|.^,^_(^_^)8in^cos^— f(i/— ü/— il)*sin'^cos^ 

— |^(^-i-2#-//).sin*^cos?) 

246 0123 

— 3^^(i^— ^— i/— ^— i/).siu^(Pcos(p— ...,, 

13 3 

wenn wieder -^/=s//+-^ + ^+^+ ©*©. genommen wird. 

Wir erhalten eine noch etwas gleichmi(siger fortschreitende Reibe 
far C{u, a\ wenn wir in den Formeln (6. 6. und 7. $• S68.) ebenfalls ai 
statt a setzen. Berechnen wir nun aus amtf ss (p 

7. sin(p^ = *sin(p, tang^/.' = 1*^»- = , ^*"'°g . , , 
^ ^ ®^ cii'fi cn'ay (1— **8m*y) 

und noch die Gröfsen 



8. 
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^ — *, = >^'.cii'a— (P', 

-. <P, = >^' . cn' a - (P'+ 1 tn" a . ^• ((P') — ~ ta'* a,K^ ((J)') , 

u. 8. Mr., 
so erhalten wir, nit Beziehung auf diese Werthe, zunichst die Reibe 

9. C(w,a)=s^(,^'.cn'a— l.tnc'*«.«,— j^fnc^«.*. 

Werden die Ansdrficke (8.) selbst substituirt, so erhalt >^' den CoßfBcienten 

cnc'«.(l+ftnc«a— 5^tnc"a+2?o<nc'«a— j|^?^tnc'«a+ .)=!, 

und die Reibe für C(ii, a) erhalt Oberhaupt die Form 

10. C(«, a) = >P'— IcfK—iK^C^— Ja»(<P')— J.\'((P')— ^* A.'(<P') 

Für die Ooöfficienien in dieser Reihe finden sich folgende Werthe: 

**• ^ • 1.3.5 . /Ä / 1 4 .i /2 I 1 ^ M 1-3 *^^/G^\ cuc'a 

^ - -Ol *" « WS-*-**°*^ «+ 2-74 *°« «- iMl*"*^ «)-^7T' 

+ i^tnc'8|i).55?r- 

' 2.4.6.8 / enfa 

Audi hat mau noch 
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11) 

ivenn zar Abkürzung z/=si/4~^+^*l*^+**** gesetzt wird. Iode«sen 
convergiren die Reiben (9. 10. 11.) nicbt «o raflch als die Reiben (3. 4.6.)« 



S* 261- 

Reihe für das Integral D{uj a). 

Da ^(u,ai)z=i.D{u,ä) ist^ soerbält man, wenn man in der 
(4. S.268.) ai stalt a setzt, und aus amfis=:(p, 

'• "^^--^ 

und ferner 

{ — *, = i//.8ac'a — (f>f 



«. 



* ^ "TIS üio'*a 2.4 tnc'*a ' 

/ /Uli **(y) 1-3 A»(y) l1-3-ö ^*(V) 

», _- H'-s»*' « VT*' jno'»a 2.4* tno'«a ~ 2.4.6 too'»o 

_ ^-3.5. 7 ;i*(y) 
2.4.6.8* tn&'a 

\ U. 8. W. 

berechnet, die Reibe 
8. !/(«,«; — ^^^^^^.snca ».jj^Ji^ 2.4 * tn'* a OTö * ÜT^ 

1.3.5 ^^ \ 

2.4.6.8 'In^^ ""••••/• 

Werden für die CoefBcienten ihre Aosdröcke selbst substituirt, so entsteht 
eine Reiben in welcher der Coäfficient von 4/ 

I /'^-Li ^ J i . 1.3 1 1.3.5 1 , \__. 

sn «^1+ 1. j^,,^ — 2,4 • tn'4 « T 2.4.6 * to'«a "" 2.4.6.8 * tn^ "^ "'") ~" * 

ist ond welche also die Form 

^ -_ Jl (p — j. V (<P) — j. ^,» (^) — i. V (<p) — j. Ä.« ((p) — ^'. \ 

hat. Die Aosdröcke der Co6f8cienten in dieser Reihe sind 



6. 
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i i 1 / 1 ,__, _i\ «üV 

'''2.4*tno'*aWa **Ui'«« '*"2r4' to'*«/ * sno'a' 

J — _i:ii5 ,4 / 1 . , ^_ J.J L_ 

^~ 2.4.6* tae'^aWa ♦* tn'*«"*"2.4' tn'«« 



1.3 
2 



t.3 1 \ «n^g 
.4.6 * ta'*a/' sno'o ' 



* _ I 1.3. 5.7 1 / 11 I 1 1 . 1 !_ 

''■ 2.4.6.8 • tnc^'aWa ** to'*»"«' 2.4* tn'*« 



1.3 

2 

U. 8. W. 



LiL 1 • 1.3.5 1 \ m^g 
.4.6 * to'« a ■»' 2.4.6.8 • tn*««/ • snc'a 



Dordi eine neue Unordnung verwandelt rieb die Reihe in 

Ol 

6. D(«, a) SB \//— //.^ + (//— //)8in(Pcos^ + |(^ — ^— J)rin'^0O8^ 
+ |j^(J-i-J-J)rin*^ cos^+ |j^(^-J*-//-J-J)rin'^C08^+..., 
wenn wieder J die mehrfach erwähnte Bedeutung hat 

S. 268. 
Reihen für das Integral 'S{u, •). 

Setzt man nun auch in den Formeln %. S64. ai statt a, beachtend 
daf« '@(ti,<ii) =s i/S(u,a) sei, so erhält man, wenn man zugleich ^^t 
statt 4^ setzt, 

1. tang^^ =: k'sDfa,tangP. 

Berechnet man femer ans »mttsB<p die Grdfeen 

«, = ^-<f^dn"a.V((p)-i;|dn'«a.\»((p)-.|^dn'««.\»((P) 

Ue 0. W.y 

80 hat man die Reihe 

CftUe*! Jonmal U d. M. Bd.XXy« Heft 4. 39 



2. 
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BeMkeC MM au, dafs l+^dae''«+|^dBC'*« + ||^dw*a + .... «= 
l^r=zrL >^t *<> 1*^ ^i^ ^ y^ngt KAt aach ab» 

i. 'S(m «) « >;.— J.^— .rf*.^»(^)— /vcw— -/x*C^)— ^*/c*(^) 

md Or die Coc ffc i eatm ia dKser aeaea Beihe W aaa die 



, ' ^ I - 



>•••• 









-^ = ^^'"«(Fiä-O*^-'«««^«. 



J = J^da'««(|;j^-l-idac-a).A««'««e'«, 



^= lxl^*-(pik-*-*--^-^*---)*--' 



• 1,3.5.7 . - / 1 - . -_ . 1.3 



J » 



a.4.6.s ^**(f5?^ — 1— idae» — ^^^ 



ferä *«-•)■*•-■ 



D««k ciae aeae CMOidaaag i u m ■adtli sieh die Beae(4.) m 

S4 »11 ,^ ^*4* •!« • _^ _ 



"^^ • • • • 

$. scs. 

fca««-i <'.•, «V 

S. SU. M «aB « aad ^i sMt ^, 
sieh aar dea Aaaiiiaik wa 'r:i^«) 
K '^ iiini wiiii 
1. UK^ = f 



^ = 






,~c~ida''«.x':r. 



5. 
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80 haben wir sofort die Reihe 

+ |:|^JdDC-«.a>, + J-^dnc'ia.*, + ....). 
Die nächste Umordaang der Glieder giebt die Reibe 

und die Coefficienteo in ibr sind 

J = idn'*a/rr^ 1— idnc'*a).A:'^sn'asnc'a, 

J = ^dn^^fl-C-Tr-^^—l-idnc'^ii— -idnc'^aY 

2.4 V/r'siic'o * 2.4 / ' 

— liO-dnC« a).k"an'a sn&a, 
u. s. w. 
ond eine weitere Umordnung giebt 

Ol 

6. C(u,a) = >p— J.^ + (z/— J)sin^cos<P + f(z/— z/— J)sin^^cos(j) 
+ |^J(^- J— J— i)«in'^ co8?)+ |~^(J— J— J— J— J)sin'^cas(P+... 

S. 264« 

Beiben fBr das Integral *D (u, a). 

Um die Reihen für das Integral 'D{u,a) zu erbalten, hat man in 

den Formeln %. 266* ai statt a und i^i statt 4^ zu setzen. Man berechne 

also aus (P = amti 

1. tang^ s= A^^sn'n.tang^; 

ferner wie in %. 268., die Gröfsen 



2. 



*♦ = ji.^--«)--ldn«ii.^»((P)-.|^da-«.\'((P)--i^dii«ii.7.»((P) 

39* 



5. 
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so ist 

»• '«(H.«) = F^-^(*«l»c»«.*.+jiid.c"..«,+i^d«.-..*. 

Diese Reibe verwandelt sich in 

und die Ausdräcke der Coefficienten sind 

J « (1— Ä^snc'a), — r-, 
^ ^ snc'« ' 

J = idn'^fl(l— idnc'*«— *'snc'fl).-5?^, 

i= i^dii»«(l— idiic"a-5J,diic'"a-*'Mio'a).^, 

u. s. w. 

weitere Umordnang giebt 
6. 'D{u,a) — ^/;+^.(p— (J-J)sin^cos(P— f(z/-.J— J)sin^<Pcos?^ 

OA 012 ± (\ 0123 .^ ^ 

— i4 {.-d-^J-J—J) sin» (P cos(P — -^44 (J— ^- J-//— J)8m'^C0S^— ... 

Anmerkung. Alle vorhin entwickelten Reihen, mit Ausnahme der 
Reiben (9. 10. 12. $. 260.) convergiren desto rascher, je kleiner der Modul 
k ist; indessen convergiren sie doch für jeden zwischen den Grenzen 
und 1 enthaltenen Modul k, für jeden Parameter a und für jede Amplitude 
^s=amii. 

Da nach $. 133. 
S(u, ä) + 'D{u, ä) = C{u, a) + 'C(ii, a) = Diu, a) + '8(u, a) 

. /sofa SDii\ 
= arctang( — 7-. ) 

^vSDC'a 8UCf</ 

ist, so lassen sich die Integrale erster Classe auf die dritter, und umge- 
kehrt diese auf jene zuröckfabren ; was nach den Formeln S« 1 20. auch 
noch leichter von Statten gebt. 

S. 266. 

Andere Reihen für die Integrale S{u,a)j C(u,a)^ D{u,a). 

Setzen wir in den Formeln $.262. K' — a statt a, K — u statt u 
und ^T—t// statt \p, so erhalten wir 
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1. tangv// = -i-lL, 



«. { 



und berechnen wir noch 

/ 

J == Kfsac'a, 

J=z idnc'»<i(j^--l).*«sn'asno'«, 

i« ^dnc'*a(j^— 1— idn«a).*«sn'asnc'« 
^'= IxO^-^^'^G^-^-Hn-a-J-ildn-a 

90 haben wir zanächst 

Ol ^ 3 

= jrir — 4^-^J.amcu — J.K^(amcu) — J.K^(amcu) — J.K^{nmeü) — •.,. 
und also für ii = 

'Ä(i5;ic'— Ä)=i«-— -^.i«-— ^.iff— j-iT— i.jÄ'....= i«-— ^.^T. 

Da nun aber nach $. 120. 'S{K, K''--ä)^'S(K—u, K'—ä) » C(u,ä) ist, 
80 ist 

Ol 2 

C(ii,fl) = >^— -^(i«*— amcti)— J(4^— \\anicti))— ^(^T — ^'(amcii)) 

— ^(1»' — K^(Bmcü)) .... oder 

3 4 

+ ^/.A.'(anicti) + ^.\*(anicii)+ . . .. 
und es können diese Reihen auf die bekannte Weise noch umgeordnet 
werden. Die zweite Reihe convergirt im allgemeinen rascher als die erste« 
Setzt man nun j^ir — amcu = (p, so haben wir 
^ir — amcif = (P, 



^ir — V(amcv) = (P + costps 
^T— K.^(amcti) = ^ + cos(Ps 

lir — 7s.^(amcii) = (P+cos^s 



n^, 

n^ + f cos'(Psiu(P, 

n(P+f cos'^sin(P4-|^ cos'^sin^, 

2 4 

j^r — \*(amcti) = (p + costpsin^+lcos'^Psintp + l^cos^tPsin^ 
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Die Wertbe dieser aaf einander folgenden Ausdrucke nähern sich der 
Grenze i^^fj die Coeßicienten 7^^(anicti), \^(anicti), Ä.'(amctf) etc. hinge- 
gen nähern sich der Grenze Null, und zwar desto rascher^ je gröfser u, 
d. h« je kleiner amctf ist. 

Berechnen wir aber, indem wir in den Formeln %. 263^ K — a statt 
a und K — u statt tf setzen, nach einander die Gröfsen 

^= {r;: — ; 1 l.Ar^sn'a snc'ii. 

J^ idnc'^a(jg7^— l~idn'^fl).Ä^sn'asnc'a, 



4. 



J = i:| dnc'*a(-L^- i^^An^a-^^ dn'*fl).*'^sn'asnc'ii, 

2.4.6 \«'sn'a * 2.4 



2.4 

Y U. S« "^«^ 

so ist 

1 2 

'C(K — UyK' — a) = |T — ip— J.amcti — J.\'(amcfi) — ^.A.*(amcv) — .... 
und 

'C{K, K'—a) = ^Tr—d.^x—J.^Tr—A.^Tr— . .. . = i«-— ^4«-. 
Da ferner 'C{K,K^ä)—'C(K—u, K'^a) = Z?(v,fl) ist, so haben wir, 
mit Beziehung auf die Ausdrucke (4.), die Reihe ^ 

D(u,ä) = ^// — -4 d«'— amct/) — ^.(It — V(amcii)) — i*.(lT — K^(ameü)) 

^.(Jt — \'(amcti)) — .... oder 

I 2 

r)rs\// — 2/.^T + ^.amcif + ^*^^HAmcti)+^«7s-^(ADicti) 

+^.7c'(amcti) + .... 
Reihe für S(u,a) giebt die Formel 

welche sich, da 'I>(fi,Ä'— n)— 'C(fi,K'— a) = ^.v ist, umformen 
läfst in 




SDC'a 



811^ a 



Hierausfolgt fir(Ä;a)—Ä(tf,«) =-^.(Ä'— «)— 'CCJS"— tt,iC'-a)j es 



sn'a 



•«* «^«'^ 5JÜ^ = C*''™'«»''^'«)- Ä'T^S^ » a»80 



k 
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sn'o /p> ^x / amcfi , ,j n i j /^ 31* (amen) 



' 2.4 2.4 *'*snc'»a / 

Setzt man daher 

/9 / 1 dne'*ö \ .,a / / 



6. 



2.4.6 Jr*8nc'*a / 

SO bat man zunichat die Reibe 

I a 

= — ^«' + ^ + -^«Ämcti + 2/.>c*(amcii) + 2f.A.*(amcti)+.... 
Setzt man bierin tf = 0, so bat man 

_ , 12 

S(k,ä) = — l;r+^.i^;r + ^.|«'+^.iT+.... = — Ja' + ^-i^; 
und wird biervon die vorige Reibe sabtrabirt, so bat man endlicb 

S(u,ä) = — >^+ J(|T— amcti)+J(|T— \*(amc v))+-rf((i3r— A-^amcti)) 



?• 



+ Jiiir — \^(amct/))+^(|T— K*(amcv)) + .... oder 

Ol 2 

8(u,ä) = —\I^+J.^7r — J.amcii— -tf.\*(amcti) — -^.\^(amct«) — ... 

— J.\^(amcii)- 



. • • 



S. 266. 

Andere Reihen für die Integrale ^S{Uß a), 'C(Ußä)ß ^D{u,ä). 

Setzt man in den Formeln S* 260. K^ — a statt a, K—u statt ti und 

^TT — 4/ statt ^, 80 verwandelt sieb die Gieicbung tang\// = —-7- in 

1. taDg>^ = Ar^sn^a.tnif. 
Berecbnet mau aufserdem die Gröfsen 



ttmet, 



S. 



« 1.3 1 / y , . . 1 1.3 co'»a\ 1 



soc'a 



1.3 1 



i , 1.3.5 i f , , , , 1 

. 1.3.5 «a^'a N 1 

*** 2 .4. 6 • tue'* a / ' «' a ■ne' a 

80 ist, S« 260 gemafa, 
C{K—u,K'^a) = l»- — V+i.alnc•r + A'(alnc•r) + ifV(MlC•r)+.•. 
Da feraer 'i9(ii,a) s^ C(Ji^£'— a)--C(£— «,iS:'— a) ist, m haben wir 
die Reihe 

3 3 

j - +^(iT— \'(anicti))+il(^T — A.'(aiBCti))+«*- oder 

'8{u,a) «s ^A' + .^iT— ii.amcir — i/.7c'(aincti)— J.K'(a«cir) 

J.\*(aiiicti)— ... 

Setzen wir auch in den Formeln $• 261. K^—a statt a, K — u statt u und 
|T — ^^ statt \fx, so ist wieder tang\// s= Ap'sn'a.tnu. Berechnen wir fer- 
ner nach einander die Gröfsen 

J — — i ^ / i 4 j i \ MM/» 

?_ , 1^ 1 /1 .__, 1 , 1_ 1 \ apc^a 

i — 1»3.5 1 / i . i , 1 1 

1.3 1 \ ■nc'a 
2.4.6* tue'* •/* n'a 

80 habco wir nnicbaC 



^• = +(4r--l).=^- 

- vane^a / waafa 



Achtzehnter Abschnitt. §. 266. 



305 



5. 



und also 

Da ferner 'C{u,a) = D(K,K'-a)''D{K—%K'—a) ist, so haben wir 
''C(u,a) = *^— J*(i^a-— amcii)— J(i5r-.V(amctt))— J(ia-— \»(amca)) 

— J(\7r — K^(Hmcü)) — .... oder 

3 

-{■ J .K^ (aancu) -\- .... 
NachS.l«0. ist 'D(K,ä)—'D(u,ä)=-^^—S(K—u,K'-^ä)i ferner ist 

K-^u =r amcu+(— f.jj^)(— i.^^iy^.A.'(amctt) 

+(-ixl-ü;^«)(-|io-ts^>^'(»'»'^«)+---' 

setzt mao nun auch in der Reihe (4. S. 269.) K' — a statt a, K—u statt ti 
und ^5r — "^ statt \^, so erhält man, wenn man 



/ 



6. 



J = — (snc'a — 1). 



so^asnc^a ' 

^ = +l-T-7r-Csnc'a— 1 + 4.-— TT— ).— ;^ r-, 

^* tn'*a\ ' * tnc'*a/ sn^a snc'a ' 

^— 1.3 !_/ , 1 . . _1 1-3 «J..^ __J__ 

J , 1,3.5 !_/ , 1 1.3 1 

. 1.3,g 1 \ 1 

"• 2.4.6 * tnc'* a/ * sn'a snc^a 
u. s. w. 

setzt, zunächst die Reihe 

Ol 2 

'jD(jK, ä) — 'D(u, ä) = |5r — ^^ +^. amcu +^.\* (amcti) -|-//.Ä.*(amcii) -f.... 

12 

also ^D(K,a):=ilr+/l.iir+J.l^'\'//.^7r+.... = iTt-^J.j^ir. 

Wird hiervon die vorige Reihe subtrahirt, so erhält man endlich 

/ _ 1 s 

'Z>(ii, fl) = \// + J(|T— amc ti) -f //(|jr — \* (amc u)) + -^(iÄ-— \*(amcii)) 

3 4 

+J(iT—\'(amct#))-fi^(^Ä- — \*(amcti)) + ...., oder 

Ol 2 

'Zl(ti,a) = ^+z/.i^ — ^.amc« — ^.V(amcii)— -^.Ä.'(amcti) 

3 

— J.K^{amou) — .... 

CreUe't Jounud f. d. M. Bd. XXV. Heft 4. 40 



7. 
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Die Reihen im S. 2G5. , so wie auch die so eben entwickelten Reihen, können 
leicht umgeordnet werden. Setzt man ^s=^r— amcti, so hat man z.B. 

'D{u,a) = vH-z/.(P + (J— ^).cos^flfin^ + |(J— ^— J).cos*(Psin(P 

+ |^(^^— i'-J— J)cos*(p8in(P + .-.. 

und in dieser Reihe ist tang^ = sn^a.tang(P, da tangCP^— — ^k'inu ist. 

Anmerkung. Setzt man in den vorstehenden Reihen k^ statt a, 

ik 1 

k^u statt u, und -jr- statt des Moduls k, also t7 ^&tt des Moduls k'j und 
beachtet, dafs 

'S(k'u,k'a/^) = '«(«,«), 

iky 






S{k^u,k^a,^) = -S{K,a) + S{K-u,a), 

D{k'u,k'a/^) = +D{K,a)^D{K—u,a) 

\st, so erhält man noch eben so viele neue Reihen, welche ebenfalls desto 
rascher convergiren, je kleiner der Modul k ist. Es achreiten diese Rei- 
hen nach Functionen der Amplituden {tt — amcfi und ^t — am ti fort^ da 
sich jetzt amti in ^tt — amcti und amen in ^yr — amti verwandelt. Setzt 
man endlich ai statt a und tit statt u, indem man zugleich den Modul mit 
dem conjugirten vertauscht, so erhält man Reihen ^ in welchen die Coeifi- 
cienten desto rascher convergiren, je gröfser der Modul k ist. Die voU- 
filändige AufTuhrung alier dieser Reihen hat keine Schwierigkeit, und aui^i 
diesem Grunde verzichten wir hier darauf. Wenn die zuletzt erwähnfeu 
Reihen eine leichte Anwendbarkeit haben sollen, so mufs die Tabelle der 
Werlhe der Functionen K\(P)j K\(t)), K\(())y K\(()), .... auch auf imagi- 
näre Werthe von (P ausgedehnt werden. Setzen wir aber allgemein 

so haben wir die Werthe 



■\ 



oder auch 
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^((P) = (P, 

A.'((P) = @in(pSoö(P — (p, 

A.»(<P) =1 |@m'(peoö(P — @in(p(Joö(P+(P, 

\\(P) = ~em*(peoö(P--|®in^<peo6(P + ©in(p(£oc(p— (P, 

^*((P) = |~|<Sin'(pSog(P — |^@in*<pSoö(p+l@'V^eoö(P 

— @tn(P^og(p+<P 

U. 8. W. 

§. 267. 

Reihen für die Integrale /udamti und /udamcti. 



Setzen wir zur Abkürzung 

1 it 11 Ql 

«=1 + 2^*^ + 51747**, 

^ = ^ + 2» *^ "^ 2*74»**"^ 2» •4*.6» ^ 

u. s. w«, 

1 2K 1 1 s 4 

so ist — oder — die Grenze der Gröfsen a^ a^ a, n. . • • • und nach 

%. 107. ist 
u ^ — .amu — ( nsnticnti — f( a^sn'ticnti 

2.4/1 »\ 5 2.4.6/1 »\ 7 

Wird diese Reibe mit damu muitiplicirt und integrirt, so erhält man 

1. fudamu 



1 / M 1/1 <V J 1 2/1 »\ 4, 1 2.4/1 »\ 6 

= j^.(amti)'- 2 W-V«° «-4 -äW-«;«" «-6 -OW-«)«" « 

1 2.4.6/1 «N 8. 1 2.4.6.8 /l *\ ,„ 

40* 



308 SO. Gudermann, Theorie der Mod» - Funct. und der Med. - Integr. §. 267. 

Setzt man in dieser Reihe K — u statt u, so erhält man 

2. fu d amc u 



= ÜC.amcti— j- (ainctt)'+ j(— — l)snc*tf + ^.-j(- — a)snc*« 

, 1 2.4/1 *\ 8 I 1 2.4.6/1 »\ .. , 

Vertauscht man in der Reihe för u die conjugirten Modal, indem man za- 
gleich ui statt u setzt, so erhalt man 

« == i.£am«-(i~l)*5!f+ 2/l_ j^)i2!!f _2:*(i._J/)Hllif 

fi' \V /cnu ' ONjy' /CDU 3,6 W / cow 

1 ) 3 4 

und in dieser Reibe haben a^, a^, a% a^, . . . . dieselbe Bedeutung, wie 

12 3 4 

a, a, a, a, ....; nur dafs jene Gröfsen ebenso von dem Modul A' ab- 

1 2JSC 

hangen, wie diese von dem Modul kß auch ist -7 =s — und zugleich die 

12 3 4 

Grenze , welcher sich die Grö£sen a% a\ afj af, .... immer mehr nabern. 
Soll auch diese Reihe mit d am ti multiplicirt und integrirt werden, so 
haben wir zunächst das Integral 

U = /Samti.damti 

in Betracht zu ziehen. Bekanntlich ist 

(P=@in(p6o«(P— i@in'<pgoö<P + |^@in*(p€oÄ(p~|3^ 
also 

^ cosqp 3* cosy '3.6' cos<p 3.5,7* cosy "* 
oder auch 

a tnt* 2 in»« , 2.4 tn*i4 2.4.6 tn'u , 



• • • • 



• . • • 



CDU 3 * cnu "^ 3.5 * cnu 3.5.7* cnti 

Diese Gleichung mufs mit d am ti == dn ii. d ti multiplicirt und dann integrirt wer- 
den. Es ist aber d £ am ti =:: °^' " , und tn ti = ® in (£ am u) , also haben wir 

OHM ' ^ ^ 

17= /@in£amti.ö£amtt— |y@in*£amti.aSamti 



+ |:*y@in*£amti.öÄamti 1--... 

Setzt man nun der Kurze wegen 
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° 1 

= TT* hl, 

1 1.3 tii*u 1 tii«ii , i . 
2.4 CDU 2 CDU ' cnu ^ 

— ^'3*^ tp^tf 1^3 tn^u , 1 tn«u L4.I 

2.4.6* cnu 2.4* cnw ' 2 * cnw cnu ' ' 
0_. 1*3.5.7 tn»ii 1.3.5 tnMi , 1.3 tnMi J^ tn^u . 1 j 

.2.4.6.8' CDU 2.4.6* cnu "*"2.4' cnu 2 * cnu ""cnu 

80 dafs Oberhaupt O = o ^f''"ioT^^ ^leÜllf — »' fat, so haben wir 

■^ 2.4.6.... (2?i) cnu ' 

/@in £amii.d£amti = / -^damii s= CP« 
«/ cnu 


/(Sin'£araii.d£amii = f^^damu = -*, 

•/ •/ CDU 3 



/©in^fiarati.aSamti = f^^damu = 14*, 

•/ •/ cnu 0.5 



/©in' « am «.ö 2 am II = /*2l!*damii =|44* 

»/ »/ cnu 3.5.7 



U. 8. W. 

Werden diese einfachen Formeln benutzt ^ so haben wir zunächst 
o rr Jl 2« A , 2V4> » 2» .4». 6* » , 2«.4«. 6«.8« ♦ . 

Wird nun die Reihe fär u mit damii multiplicirt und dann integrirt, so er- 
halten wir 

4. y;aamti=i7+^(fr-0)Ä^+|;^(i7-<&+p«)*'* 

11 3t 51 /^, 1 Oi 1 9» 4« >\ , - 

und es kann diese Reihe auch wie folgt dargestellt werden: 

5./"«»»=ft.-(i-.)*+§^(^-<i')-*-^(^-'5')-* 
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s. 26a 

Die FoDctiou U kann auf wehre andere Arten entwickett werden. 
Da nämlich £ainei=: sni/ + is"'^^ + Jtsn*w + isn'^/-f-.... ist, ^so haben wir 

t 1 2.4/| 1 ^ 1.3 ^ \ 

+ 5"*"r^'^ — cni^— — sn^wcnw — y^su^ucuuJ 

, 1 2.4.6/, 1 2 1-3 4^ 1.3.5 6 \ 

' 7 o.o./V 2 2.4 2.4.0 / 

+ 

Wird amu=:^7 gesetzt, so hat man 

rr — i^l 1 , 2.4 l 2.4.6 1 . 2.4.6.8 1^ , 

^ ~" ^ + 3 -3 +3:5"~5 +3'.5-7*7"*"3.5.7.9'9 +•••• 

Bfultiplicirt man die Reihe 

fiamu = 2(sinaniti — ^sinSamt^+^sinS amu — j^sinTamw-f ..•.) 

mit damu^ und iutegrirt, so erhält man 

1 — cos am 1^ — 2^(1 — cos3amti) + ^(l — cosSamu) 

— yj(l — cos7amti)-j — ....] 
und hieraus folgt für amti = ^7 dei' Werth 

Dieselbe Reihe wurde in $.880. gefunden, und ihr Werth ist 

fj. = 1,83193 11883 54438- 
Nachdem dieser Werth bekannt geworden ist, kano die Reihe fär ü auch 
also dargestellt werden: 

1 13/ 1 2\ 

1. I7 = jüi(l— cnti)— 2^(|üt— l)sn^iicnw — Ylt\f^ — * — g^.-gjsn^ticnw 

1.3.5/ ,12 1 2.4\ 6 
-2T4-.6V'^-^-3 -3-5 -O)^" ''^"^ 

1.3.5.7/ ,12 1 2.4 1 2.4. 6\ « 

---2XOvf^*- 3 -3- 5 -o-y •3T5:7)^'^ •'^»^ 

1.3.5. 7. 9/ _|_i^ 2_^ i:i_l ^-^-^ 
2.4.6.8. 10 V'* * 3 '3 6 '3.5 7 •3.5.7 

1 2.4.6.8\ 10 ^ 
-9-3X7:9)«" •'^"^ — •• 

Hiernach kann der Werth des Integrals 17= /^amti.öamti oder ü=i/k(p.d([) 
am bequemsten berechnet werden, da diese Reibe am raschesten convergirt. 
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Die zweile Reihe kanu also dargestellt werden: 

Ä. 17= («~2cos(P + pCos3(P—pC085^ + ^cos7^—^cos9(PH ...., 

wenn der Körze wegen aini«s=:(p gesetzt wird. 
Da 

^^ = '^sffiSfS = 2(tangi<p + itang'i<p+itaiig*i(p ++taug'i(P -{-....) 
ist, so läfst sich das Integral 17 noch anfeine andere Art entwickeln. Es ist 

/tang"+'i<p.ö(p = -^(ang-ICp— ytang"-'^<p.a(P, 
und da 

/taog»i(p.a(?> = tang'i(P-.|og^^^, 

/tang*i(p.ö(p = ttang*l<P~ *a°g'*?' + *06r+^' 
yt»ng'i<p.d0 = itang-i^— icaug*i(P+taugH(P— Iog|- 



-|-C0S9 

0. 8* W. 

2 t 

Wir haben also, da jzp^oT^ - gos'iy ~ * +tang»l(p ist, die Reihe 

3. r = 2 [Iog(l + tang* J(p) + i (tang* i<p — log (1 + tang» ^(P)) 

+ 1 (itaBg*i(p— tang»i(p + Iog(l +tang'l(p)) 
+ +(itang«i(P— itang*i(p + tang»4(p— log(l + taugH?))) 
+ |(J:tang«i<p— i tang*i(p + i (ang«i(p - (aDg4(p 

+ log(l + t»n§n?>))+..-:i- 
Dordi Hinordaung erhalt man eine neue Reihe, io welcher der Coeflicient 

Ton logCl+tang'J(P), 2(1— i + |-| + J ....)= 2.^»- = J^a- ist: daher 

liaben wir 

4 r=iT.log(l + taug'i(p) + (2— iT)tangH^-i(2-i-^5r)lang*i(P 

+ ia-|4-f-i'J')lang<'i(p-i(2-| + |-i-iT)tang«i(P 

Anmerkong. Die vorstehende Reihe hat den Vorlheil, dafs sie 
iromer sehr rasch convergirt, es mag ^ reell oder imaginär sein. Setzen 

wir V^ft<f>.d(p^f(p)^ so isty/^.a^sr:— /"((Pi)» daher hahen wir 
für das schon in §. 220. bebandelte Integral die Reihe 
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S- 268. 
Die Faoctiou V kann auf mehre andere Arten entwickelt w^erden- 
0a nämlich £ainu = si)u-|-isii*M-|-il-8n^M4'4'^"'"~H'"* >^'t ko haben wir 

, 1 3.4/, i , t.3 , \ 

+ ^.-r-H* — COa — ^Sll'tt CDU — ^-iSJTucnuj 

, 1 3.4.6/, 1 , 1.3 « 1.3.5 8 \ 

+ y '3 5 y ^l— CUM— ^sn'wcnw — ^Bn*wCDw — ^-^sn^ucnu) 

+ 

Wird am» = -^7 gesetzt, ao hat oiao 

^^ ~ *T^3'3T^3. 5*5^^3. 6. 7*7^3. 5.7.9'9^"" 
Multiplicirt man die Beihe 

Samw = 3 (sin aniu — ^sioSamu-j-l'^'''^^'')'' — fsioyaniu-^ — ....) 
luit damu, und iutegrirt. so erhält man 

V = 2|l — cosamu — 5^(1 — cos3anitt) + e^(1 — cos5amu) 

— jiH — cos7 amu) -f* — ....J 

und hieraus folgt für amu = iT der Werth 

DieseltM? Reihe wurde io S. 880. gefunden, und ihr Werth ist 

[i = 1,83193 11883 54438. 
Nachdem dieser Werlh bekannt geworden ist, kann die Reibe für ü auch 
also dargestellt werden: 

1. I7s=/x(l— cn«) — -^(fi— l)sn'wenu — 9^(1^™! — -^ .■j)sn*ucn« 

1.3.5/ ,12 1 2.4\ ,, 

1.3.5.7 / 1^ 2 1 2^4 i^ 2.4.6 \ 

2.4.6. sVf"* 3*3 5 "3.5 7*3.5.7/' 
1.3.5.7. 9/ , 12 I 2.4 t l.'.4.f. 



Hiernach kann der Werth des Integrals 17= A' 
am bequemsten berechnet werden, da diese 




2.4.6.8. IÜ\'^ 3*3 5 'LI..! ;'J.ö; 

1 2.4. 
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//?>.atl = »-.log«iXtf>+(2-l»-)Soii9Mip + l(2-t-*r)S«"9*W 

+i(2-H-»-l*)»"'S'Wl+*Ci-*+i-t-i«-)Sans'«) 
+ i{2-i+»-i + »— tir)S«n«"«>+-- 

Die bekannte Reihe £$ = 9 + ^ + 5.^ + 61.^ + .... giebt auf der 

Stelle die Reibeo 

/«(p.a(p=^+i;+5.|;+6i.|;+i385.|;-+so52i.-g^ 

+ 2702765. -|!j|^ + 199360981 . -^ +.. .., 

//,p.a<, = ^-2; + 5.2l-6,.2l + 1385.^-50521.^ 

+ 2702765.-^ - 199360981.-^+—...., 
welche* weon (P betricbtUcfa <;i ist, rasch genug cooTergireo. 
Aut der bekaantea Reibe 

erhält man, wenn man (Ps*= —^ seist, and beachtet, dafa / ^ l!",^**! 5» 
s= tf.log^^^^ — alog(l — '^) ist, zunächst 

- lirlog(l-r') +4j-log(l-p)-jTlog(l-^) + }Tlog(l-|;)_ +... 
und dieser Ansdniclc ist einfacher 
yi><p.a(p = (p.Jip— is-[log(l-r«)— 31og(l-^)+5log(l-|^) 

-71„g(l-|l) + 91.g(l-^)- + ....] 
fl(p.Sp = (P.«ip + i3-[log(l+t»)-3log(l+|l) + 51og(l+|;) 

_7l„g(i+|i) + 91og(l+^)-+...]. 
Aus der Reihe (&. i(.267.) erliält man eine Reihe für das Integral /tiaamc«, 
wenn man K — u statt u setzt Noch andere Reihen erhält man, wenn 
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ih 

mau in denen S* S67. k'u slatt u und -^ ^^^^^ ^^^ Moduls A: setzt, wodurch 
sich amti in ^r — amc ti und amen in ^r — amti verwandelt. 

Reihen für die Integrale /elu.dumu und /elcf^.damu. 



Berechnen wir nach einander die Gröfsen 

«^ — 1 2» '^ 2».4» ^ ~ 2».4«.6« ^ ~ 2».4».6*,8» 

u. s. w., 

2E 
so nahern sich dieselben rasch der Grenze £ = — , wenn wieder E den 

zum Modul k gehörigen elliptischen Quadranten bezeichnet. 

Da nun bekanntlich 

1 2 4 * 

ein =s €.amii+(l — £)snticnii + |(c — ^)sn'ticnii-f- ^^(c — €)sn^ticnii 

2 4 6' 

+ gVyC^ — Os" ncnii + .... 
und 
eleu s= £4'^^si^nsncn — «amti — (1 — £)sniicnii — f(c — €)su'iicnti 

— T-r(^ — €)sn*ticnti — .... 

3.0 ^ 

ist, so erhält man, wenn man diese Reihen mit damti multiplicirt und inte- 
grirt^ die neuen Reihen 

1. jelu.dHmu — l£(amti)' + -^sn^ti + f(^^)sn*ii+g^( 



, 2.4.6 /e — *\ 8 , 

und 

elcti.damii= £?.amii + (i — dnti) — ^«(amu)^ ^.8ü^u 

1 s 

«/c— «\ 4 2.4/c— «\ 6 2.4.6 /e—*\ « 

welche für jeden Werth von amu und für jeden Modul convergiren. Die 

CnUe^a Journal f. d. M. Bd. XXY. Heft 4. 4 t 
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letzte Reihe stellen wir noch anf eine andere Art dar. Es ist nach dem 
Zusätze zu $• 106. 

elcM = iE — k*'\vL\au'\-'^1^{vmu — snticnti) 

+ orkä^^C^"**** — snucn« — |sn^ticnti) 

+ ~5-^Ä^(aintf-- snucnM — Isn'tfcnu 

2 4 1 

— — sn*wCDi#) + ••••! • 

Wird diese Reibe mit daniu muUiplicirt und integrirt, so entsieht 

3. /elcu.damw ss 

r 3 • 

+ ^**(i(ain«)'-isn'M-i.t8n*tt) 

1 2.4 9 \. 1 
Berechnet man nun die Gröfsen 

a — ilP ^1 -h 21 '^ + 2M^'^ ^ 2*.4«.6* '^^ + 2*.4».6».8* '^) 

U. 8. W.9 

2jE 

welche sich ebenfalls der Grenze i = — nähern, so haben wir nach einer 

n 

leichten Cmordnung der vorigen Reihe die neue 

4. /elcti.damti = iB.amti — lf(«»nt*)^+ (^-^ — ysu'w-f-^^^^^Jsn*!! 

Es lassen sich auch leicht Reihen für die vorstehenden Integrale finden, 
welche desto rascher convergiren, je gröCser der Modul ist; womit wir uns 
jedoch hier nicht länger atifhalten. 
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1. ti = 



S. 270. 

Reihen zur Berechmmg von u nnd Vj wenn amtf = am'v = ip gegeben ist. 

Es kann die Aufgabe vorgelegt werden, aus eiper gegebenen Am- 

plilude, welche anf die beiden conjugirten Modul k und k^ zu beziehen ist, 

die ihnen entsprechenden Argumente u und v gleichzeitig zu berechnen* 

Wir setzen 

aniu = (P und am'v =: ^. 
Dann ist 

Setzen wir nun, wie in $• 47., 

t = tangl^ und k = sind, also k' = co80, 

so findet sich snu = jq^^» cnw = jXTt» ^nti = — ^ ^ i4-i» — ^^ 

nnd 

^ö^ 

V(l+2cos2ö. <« + «*)• 

Wird aber 9 mit ^^ ~ 6 vertauscht, wodurch nur das Vorzeichen von cos!2d 
abgeändert wird, so verwandelt sich u in v und r in ti. Setzen wir 

2. (l + 2cos2fl./^ + 0"* = l--^.^+-^-/*-|^-<' + |r.^— + ..., 

so findet sich, in Anwendung des Polynomialtheorems, die einfache Relation 

3. e = (2r — l).cos2ö,ö— (r— 1)^^', 

welche mit der $.tt2. gefundenen Relation (8.) übereinstimmt, wenn man 
nur fSir das dortige v jetzt cos 20 setzt. Daher haben wir sofort dieAus- 
drficke 

(e = cos2fl, 

e = 3cos'2ö — 1, 

4 = 15cos*2fl~9cos2fl, 

e = 105cos*2ö— 90cos*29 + 9, 

e = 945 cos* 20—1050008^20 + 225008 29, 

e ^ 10395cos«29— 14175cos*2ö + 4725cos'2fl~22S 

u. s. w. 

a'-(jr» — 1)' 



4. 



und im Allgemeinen ist 9 



2\dx' 



fär X s= cos26. 

41* 
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Setzt mau 9 = 0, so wii^d 
(1— 2cos2e.<' + 0"* = (1— 'T' = l+<^ + <* + <ö + ,... 
Setzt man 9 = j^t, so wird 

(i~2cos29.<^+o-* = (i+<r* = *-4'*+^''-^-'''+— 

Sotst man 6 = ^t, so wird 
(1— 2cos29.«^+0"* = (l+'T* = 1— «' + <*— <« + f«— + .... 

Daher sind die Gröfsen 

» ji ^ ^ 

immer ächte Brüche, weun der Arcus 9 reell ist. 

Wird die Reihe (2.) mit 2dt multiplicirt und integrirt, so erhält man 

u — ^\,^~"F-T"*" 2^'T~ 3**T"*" 4' •T~5^*Ii "1 •••7* 
Wird nuu }t — 8 statt gesetzt, so bleiben 9, 4, 9,.... uugeäadert, hin- 
gegen 4j 4, 4, .... ändern nur ihr Vorzeichen; daher haben wir noch 

«-off+l ü+i- ii+^ ii+l 11+ ^ 

Aus den vorstehenden Reihen erhalt man durch Addition und Subtraction 
— j— — langi^-t-^. g T4>* 9 +"6^' 13 •"•••• 

"IT ~ r* 3 '^V 7 ^6»* 11 +r"" 15 +••• 

und diese Reihen convergiren für jeden Modul und für jede Amplitude (f). 
Setzt man (p = ^T, welcher Fall am ungünstigsten ist, so wird u = K 
und V =s K\ daher haben wir 

""4 ^^ T^'p' + T* "gr + TT-'gTT'nr-yr "!"•••• 

Aufser der im $• 112. angegebenen independenten Bestimmung voif 
B geben wir noch einige andere. Es ist 

Ferner ist «n(Ps=jX|r "'•'* ^^~r+««"» *'"** 
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a 

und da (!+«')-<»•+" =Ä[— (2a + 1)5/''» ist, so ist 

/»' 

du = 2.S[1,— 2H— (2a+l)j*'«.2"/'y.d< cond. (a+ß = y). 
Wird dieser Aosdrock mit dem vorigeu verglichen, so bat man 

(-1)'.5 = «j[t,~2n— (2ä+I)|*'-.2-} cond. (a+ß = r). 

Es ist aber [-(2a+l)i = (-l/£2a + l,-li [1,— 2] = [1,-1]" , 

[2a+l,— 1K1,-1] = [1,-1] =(2«+ß)' = (r + a)'=ß'[r + a], 
daber baben wir 

r 



«*a* 



2« 



also (—1)'.^ = 8(—iY[r^\^coB^6, wenn noch ^ir—d statt ge- 
setzt wird; oder auch: 



«*a* 



I = l_Jli^ «io«9 + (>'+'^)(y)(^)^>-i)ain'fl 



(r+3)(r+2)(r+l)(r)(r-l Xr-2) . „i, , 



(-iy.-?«l-^^>-rcos»9 + ^-+^>^;+;^I-)<--^> cos-fl 



(r+3)(r+2)(r+l)(r)(r-l)(r-2) ^^,8 fl j_ 

j, 2».3t cos B-t .... 



In $. 878. wird noch eine andere Formel fär 6 hergeleitet werden, weiche 
nach den Cosinus der Vielfachen von 20 fortschreitet. 

Zusatz. Setzt man ^samSu, also <= tang^^s langsam 2 ti 
s=tniidnii = ^^, so hat man 

und setzt man < = tang^am'29 = -^^9 so hat man auch 
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„-/J.* '"x^ ''j.^ ''j.* '"j. 



ist 


DUll 




























(■r 


= 


« + 


2' 


•T + 


^ 

r 


■^ + 


6^ 


•13 + 


4 

8' 


•17 + 




.■ 1 




tl — M 
2 


= 




3 


+ 1 


T 


+ # 


11^^ 7- 




+ # 


,1. 
15 


+ 



lud 



Setzt man in dteseu Reibeu /3=I, so ist u==^K — u, also us=i^K, ood 
ebenso r = ^K% and man findet die obigen Reihen (6.) wieder; setzt man 
aber -r- für t, so vertanscfat mau « mit K — u und v mit K'—v; daher 
ist, wenn JC— « = 11' und JC' — r=s=p' gesetzt wird, 

tr::}-— A j-j-A j_j.A _j_xA t ■ 

2 — 1' '3(»*^ 3' *7r "•' 5' * llf» "*■ 7' •151»"'"**' 
Diese Reihen couvereireu, wenn t oder die Brüche — ^ und ^-^ eröfser 

" BUCH BnC'W ' 

als Eins sind; dann ist u'>\K und e>-^Jf'. Daher sind nun <i'<^Jir 
und v"^\K'» Indem man aber u' ond r' berechnet, findet man anch u und 
t-, da die Quadranten K und £' als bekannt angesehen werden. 

Anmerkung. Ist der Modul fts=sio|T, so wird 6=0=6.... 
= 0, daher ist nun t> = u, und zwar 

» = 2(tangi(p-i.itang'i(p + -i.|i|tang«i(p--^.i||;^lang"iiP 

•2;4.xä'«"s"*'P+--)» 

weuQ (P ^ amu gesetzt wird. Bezeichnen wir den zn dem Modal k = 
8in^7 gehörenden Modularquadranten mit 1, so haben wir 

f — 9 1 iJ-l iJ 2 1.3.5, 2 1.3.6.7 j^ , 

t — -i «•t1-9-2,4 13 2.4.6 +17 '2.4.6.8 1" — •<™«f 

/ = 1,85407 46773 01. 

S. «71. 

UeiheD zur Berechnung von el M und el v% wenn ^ =; ant ii ^ am' ü gegeben ist. 

Setzen wir wieder t = lang^7'= tang^amu = tangj^sm'n, so ist 
a 23( . . , l-l-2con2d.f*-l-/* 

^" = F(r+^ .2D.c+C) "'"' In'» = + ,;",■•;. ^' ■ 
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da nnu elu =i /Avl^u.öu ist, so findet sich 

, r2dtV(i+2eoH2d.t* + t*) . 
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Wird die Reibe 



1/ __ /'2dt V{i—2coad. t*-^t*y 

®* *' —J ~TlTW* 



i 1-1/^4. i/«_i/a4.if»-i/"' etC 



V(l+2co8; 

mit l-f2cos2fl.<' + f* möUiplicirt, so erhält man für v^(l + 2cos2fl. <* + /*) 
zunächst die Reihe 



1' 



+ 2cos9 



4) 



+ # 




4 

2cos29.p 



+ 1 

r— l 



4\ 

6^ 



+ fT 



<* + 2cos2Ö.^ }/6-_2cos2Ö.^ 



<• etc. 



r—7 



Da aber (2r— l)co82fl.0 = ö + (r— 1)*©, also 



r—l 



2r e , 2r— 2 



r— i 



2cos29.^^_^j, — 2r-l'r' "^fpdj'J^'iy 
ist, so erhält man durch die Benutzung dieser Formel 

/(!+ cos 2 (!.#»+<*) 



d 



4 



4 4 



4 



S 






lU 



etc* 



2a# 



Jedes Glied dieser Reibe ist noch mit . . zu multiplicireu und zu in- 

tegriren, um die Reihe für elti zu erhalten. Mau findet aber leicht die 
Relation 

und setzt man zur Abkürzung allgemein 

fp _ r 2t^''.dt 



(2w— l)(l+/a)« » 



SO verwandelt sich die vorige Relation in 



(2n — l)(2w+l) Tfl" 



^W 
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Man findet aber 

J (1+«»)» ^'^'T^l+i» ' 
also 



1+««^ 1.3(1+«»)' 



1+f • 1.3 (1+1») ^3.5(1+«»)' 
r - lg> < 2<» 2<« 2r 



1+f* 1.3(l+f*)^3.5(l+<»; 6,7(l-|-<*) 

n. s. w. 

Werden diese Werthe substitoirt, so erhält man fflr elti eine Reihe von 
der Form 

ein = a.^(p^a. q:^ + t^g^t^,») + 3.5(1+^) + tJ(\W) "*" ^ 

19 3 

und die Coefßcienlen a, a, a, a etc. in ihr werden durch Reihen ange- 
geben , die sich gleichsam von selbst summiren. Es ist 

« = l-[o+i+* + i+i+e.c.] + [5+|+® + » + e(c] 

SS 1 — 1 s=r 0. Ferner 
j = l + [0+l + ,4 + i + |+etc.]-[^4 + i + 34 + | + etc] 



S 



= 1 + 1 =2, 

4 2 



ä= [i+,?+|+3^+,4+H-[F+F+r+^+H 



= 1+^, 



123 34& 12 

« = -p + 2T + 37+etc.J + [^ + j,+ - + ctc.J = -(p+j-). 



Ebenso findet man 

2 S 
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21 

Beachtet man non aofserdem, dafs ymjt ^ '^^^^ ^^9 ^^ entsteht die Reihe 

^ (jv + 47) . t;^ + — etc.] . 
Wird nun der Modal AcsssinS mit A^ = cos0 vertaoscht, so erh&U man 

—(—37 + 47)- o + "" «*<^-] ' 

und verbindet man diese Beihe mit der vorigen darch Addition und Sub- 
traction, so entstehet 



3 2 



2 *"°'P*V*"ri.3 2'*3.5'*'2^*5:7~'4^'7:9"t'r*94t 



RAS 



+ 6^-13:1*— 8^-i07 + --®H ""^ 



6'* 11.13 ^6' '13.16 8** 15.17 
el«— el'M .^ /ö <• e <* , ö <• G t* . e #•• 



""■""P'Vr'l.S l**3.5"^'3'*5".7~F'7:9"*'ö^* 



9.11 
6'* 11.13 ^7» '13.16 7' 15.17^ ***''/' 

Setzt man < = tang^(PsBl, so ist ancb sini^sss l, und man erhält in die- 
sem für die Anwendung der Reiben ungflnstigsten Falle 

E+E' _ 1 © 1 © 1 © 1 © 1 , 

8 "" 1.3 "~2' '3.6.7 4' '7.9.11 6' '11.13. 15 8' '15.17.19 "*" ®*®'' 

Jg-F _ © 1 . © 1 , © ?__ • 1 10 1 , 

8 ~'1''1.3.5"''3''5.7.9"*"5'*9.11,13"'"7»'13.15.17"*'9''17.19.21 + ®*^ 

Auch die Modular- Integrale zweiter Art gestatten ähnliche Entwicklun- 
gen , womit wir uns jedoch der Kärze wegen hier nicht aufhalten. 

$. 278. 

EolwickluDg der Fonetioaen 6, 6, ©, 4, .... uteh den Cosbns der Vielfacben von 6. 

Setzen wir wieder 
(l-2cos2ö./*+lT»= l+~.<'+^.<*+^.^+:^.<'+-^.<'"+ 

CreU«*i Jovnua L d. M. Bd. XXV. Hell 4. 4S 



•••• 



■KT JHH***s I 



Mtd.~laH^. I 27:2. 



} 




Alt. Es 



— *».!« 



I— 2 «W» 2 ».*=+!• =: |_«».r ;1_ 



=:= ,0 -h JNr*.^-^ ;: .#'*.i*+;3 .r*.r+;4 .**./•-!- 






1 



iTt- 



.f* 



r^ »1 



.#^^ 



mi— i 






= S »: 3 .#=^*^-./«^ OMlLf£-^3 



^'•». 



= |S;a? 3 .*^— ••» 



3. » 



r . 



= l>.«. - 



I X 



li^ 







^KHEM W^KC liili'itlfllBV». V^C \^i 



'«5r 



2, mii .^ sflii 



imi e» 



X. = 



1 2 



Ix 



i.4 i. 




ui.j... 2i— i>a--'- 



« • 
■^ 



•t X 



= [r.3]- 



jr.« i * 









mi mn juai A? CtK&niaiieB Jer 
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so können immer zwei Glieder, für weldie a und ß verschieden sind, ab 
gleicbe zu einem Gliede vereinigt werden. Für r == 5 bat man z. B. 

2*.© = 1.3-5.7.9.cosl09 + 5.1.3.5.7cos6fl+10-1.3.1.3.5cos29 
oder 

^ = |^(63coslO9 + 35co860 + 3Ocos2fl}. 
Hieraus erbellet nun zunächst; dafs sieb die Functionen ein, el'r^ wie 
aucb die Argumente u und v selbst, in Reiben entwickeln lassen, weiche 
nach den Cosinus des vervielfachten Arcus fortschreiten. 

Nach der vorhin entwickelten aligemeinen Formel iSndet man die 
folgenden Werthe: 

e = C0829, 

2.0 = 3cos49+l, 

2^0 = 3(5cos6d + 3cos29), 

2^0 = 3(3äcos8ö + 20cos4fl + 9), 

2*.^ = 3.5(63coslO9 + 35cos60+3Ocos29), 

2^0 = 3.5(693cosl2e + 378cos8fl+315cos46 + 150), 

2^0 = 3.5.7(1287cosl49 + 693coslOfl + 567cof69 + 525co«2fl) 

U. 8. W. 

^ vi fb 

Anmerkung. Die Functionen jr, ^, ^^ •••. sind noch in 

anderen Beziehungen von Wichtigkeit Man veqf^ieiciie die AbbandliiDg: 
^Ueber eine besondere Gattung algebraiscber FanctioiieBt die aan der Ent- 
wicklung der Function (1 — 2xz'\'%^y^ entstehen'' von J^oki im Sten 
Bande des Journals der Mathematik von CrdU. 

«. f 73. 

Zweite Umwandlung der ReUieD, welebe sur Berechnuog van h oad v aus 

^ s= arnn =s am^t; dienen. 

Man kann die Argumente u ond v nach Cosinns der VidfiM^eu 
Arcus von 6 = rrcsin(Ar) entwickeln; aber auch nach Potenzen von 00820. 
Diese Entwicklung hat den Vorsog vor jeuer, und daher bewbrMkeo 
wir uns lediglich hierauf. Mao kann zwei Wege einschlagen, indem man 
entweder von den im %. 270. gefundenen Reihen ausgebt, oder aoch von 
der ursprünglichen Differentialformel 

^V"il+2eos2 «.«•+#*)• 

4fO 
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Es ist l+2co829.^+^=2<'(^^^^^^ + cos29), also ist auch 



/^•/(üiET 



20 

Setsen wir oiid 

so ist, da flberhaupt )?(P = log taof (^T + i^(P), auch üiir — (P) ss 

(^ « S(iT~(P). 

Nimmt man die hyperbolischen Functionen, so hat man 

dci^U — = — ^, 

I C08(i« — 9») 8iD9> ' 

@ini// as tang(^7 — (P) = cot^, 
San0^ as co8(p. 

üa 6in2^// SS 2®in<>^$0«^ and €oö2>^ = 2^oö*<^— 1 ist, so erhal- 
ten wir 
3. @m24' = ?;gj-^- und 6cö 2 ,/. = -^^^ - 1 =. ^(l-^in^ 

Wollen wir «^ durch t ausdrücken, so haben wir aufser der Gleichung 

4 

yf/ x= log -j noch die Gleichungen 

(Ici ^ = ^'- , @Jn>^ - ^-i^ , 5(«^9^^ = i={; , 

Differentiiren wir die Formel ^ =^ ^{^v — (P), so erhalten wir d^/ ^ 

^y-^y\ oder 

- ^1 ^_^ oy .^ of 

^ siny """ f ' 

Werden diese Wertlie benutzt, so verwandelt sich das vorgelegte Diffe- 
rential in 

Da nun 
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-^I«*»«'2e./s5»?2^+— •• 

ist, 80 haben wir 



2v 



21// 



*;T^^:iro ''^^®/-^^Yä^ --•••• 



2.4.6.8.10"" "J; ^ rSo«"2v 

Setzen wir nun die Integrale 



U. 9. W.^ 

80 Verwandelt sich die obige Reihe in 

n = V+^ ^•«"'="+Tro '^'^"'+ a.4.'6lio.u ^««fiH.- 

'■•'"•"■ ^««'29. 



«•• • 



2.4.6.8.10.12.14 

und hierin sind die Fonctionen ü, (j, ü, U etc. unabhängig von dem Modul 
A? = 8in0. Vertauschen wir 6 mit i^T-*-d, so verwandelt sich, da^samti 
s= am'ü sein soll, das Argument u in r, und cos 2 9 in — cos 26: daher ist 



7. 



+ 2XraWJ2^<'0«"28 + .... und 



^ = i^cos2fl+^trcos^2e4- o f/«\n g^cos'2fl 



2.4.6 "^ ""^ *" T^ 2.4.6.8.10 
1 3».7Mi« w}^^ T„fl , 

+ 2.4.6.8.10.12.14 *'*'°* -«»i"....! 



8. 
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und es bleibeo iium nur noch die Functionen V, U, U, ü etc. der Ampli-> 
tude (P zu ermitteln äbrig. Bilden diese eine convergirende Reibe, so haben 
die vor^iteheuden Reiben eine um so gröfsere Convergenz. 

Anmerkung. Setzen wir = 0, so wird f i :=: (P und t7:s!?(p: 
(laber baben wir noch die besonderen Reiben 

2 ~ ^^2.4 ^ ^ 2.4.6.8 ^ ^ 2.4.6.8.10.12 ^ ^ ••'•' 

2~ — ^^ + 2.4.6^+2.4.6.8.10^+2.4.6.8.10.12.14 *^ + --- 

§. 274. 
Nehmen wir nun die einzelnen, nur von der Amplitude (Ps=aaicf 
=:am't? abhängenden Integrale in Betracht, so finden wir 

,. r=^-öv^/g/2-^-/^^ oder auch r=/^^^^^ 

d. h» es ist (() auch die Amplittide des Argumentes ü mit Beziehung auf 
den Modul ä = |/^| = sin^^. 

Die Werthe dieses Integrals V kann man für jede Amplitude (P 
aus den von Legendre berechneten Tafeln entnehmen, und es darf sein 
Werlb insofern als bekannt angesehen werden. Indessen wird es sich 
bald zeigen, dafs man auch ohne Vermehrung der Arbeit den Werth des 
Integrals V durch dieselbe Rechnung findet, wodurch man die Werthe von 
tf und V ermittelt. Setzt man in den Reiben (7) 6s=|t, so wird io der 
Tbat ti s r = £/; was mit dem so eben gefundenen Resultate ubereinstimint 

Da bü^^-Tz — -— ist, so erhält man 

6od 2 1^ 

*• ^ — yv^(i+(*)»' ^ ~y2K(i~.i8in*9)»* 

Dieses Integral hangt von einem Modular- Integrale der ersten Art ab^ 
welches den Modul sin^r—^^ hat. Setzen wir 

3. F=:ya(p/-(l~i8in'(P;, 



wählen für den Modular- und für den elliptischen Quadranten, welcher za 
dem Modul sin|r gehört, die Zeichen / und Cr; setzen wir nämlich, wie 
in S. «70., 

/_:/*" ^,, ^^, , = 1,85407 46773 Ol, 

4 ( * 

C = /*''a(p/-(l—isin'(p)= 1,350643881048 (uwli Legendre), 
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und setzen wir aufserdem, mit Beziebang auf den Modul sin^r, die Am- 
plitade (pr=am{7, so reduc^rt sich das Integral (3*) auT 

V = /cnc'U.SU für Ar -= sin [-;t; 
daher ist nach §. 64. 

^ G—elcV—h'^U cir-Ä«snl/»ncr -/e'M' .. , . , , 

£/ = =- = .- für Ä=.-sfn]7r, oder 

y (1 4sin^f/>) 

1 

Drückt man den periodischen Tbeil des Integrals U durch / und vp aus, 
so bat man die Ausdrücke 

Setzen wir, mit Beziehung auf die Ausdrucke der übrigen Integrale, noch 
amc {/ = (p% so dafs 

7. f«.g?).tang(P'=/2, «in^-,^.^^,^-, co8(P'=^^-^(^^;^5^, 

ist, so haben wir die Formel 

8. 17 = 2 V— ü— sin p sin ^'. 
Aufserdem ist noch 

9. So62x/^ = — -— = -T-T—. 

^ cos^?'' sin* 9)' 

1 

Anmerkung. Werden £7 und U nach Potenzen von / = tang^(P 
entwickelt, so erhalten wir 

n—off * ^*,1.3 /• r3^ V^ i.3.ö.7 r^ , \ 
C/ _ ^^r — j-yi-ö 4*"i» ~2:4.(i' 13 +2:"4:6:8*l7~+"**7' 
Jr _ . //» 3 I' 3.5 /" 3.6.7 /*- , 3.5.7.9 /^^ • \ 
^ ~ *\3 ~2 • 7""^27i'TT~2:4.6' 16 "T" 2.4.6.8* 19 ""^•••V" 

Da nicht nur ü, sondern auch V aus den von Legendre für den Modul 
sin^T berechneten Tafeln für jeden Werth von P enluommen werden 
können, so ist die Anwendung dieser Reihen unnötbig. 

S. 275. 

I 
Nachdem nun die Anfangsgröfsen V und V in den Reihen (7. §• 273.) 

2 3 4 

ermittelt worden sind, lassen sich leicht die nachfolgenden Gröfsen (7, U. 17 etc., 
welche als Coef/icienten in den genannten Reihen vorkommen, ebenfalls 
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ermittelD. Man überzeugt si ;b leicht von der Richtigkeit der RelaHeu 



Setzt man hierin nssS, so erhält man 



Soö^ai^ ' 



t^V- @m24'.-|/ä5«l 



2^/* 



Setzt man n == 5, so hat man 17= 17 — J®Jw2^.yg-jj- 
erhält man 



2t^ 



^ So fortfahrend 



2v/ 



u. s. w. 



Da aberhaupt 



i.i. 9... .(4«— 3) Yj , 

Soe<«+i 2^ "" 3.7. 11 ....(4«— 1) • ^^ °°^ 

_ 3. 7.11 ....(4a— 1) «?t» 
(5o«**»^2v> ~ 6.9.13....(4a+l)* *^ 

ZU setzen ist, so verwandelt sich die obige allgemeine Relation in die 
beiden folgenden: 

"r - if 3-7.11. ...(4a-l) ^ , / 2 

'^ - ^ 6.9.13....(4«+l) *®^"^^-y go6«-M2v> * 

'IS'— V t.5. 9... .(4«— 3) ^. o I ,/ 2 
'^^ ^- 3.7.1t....(4«-ir ®'»^^-y( 

Setzen wir nun zu noch mehrerer Abkürzung 



(5o«*H-»2v* 



1. 



1 



J = @in2^.4^» 
J = 6in2.//Y«-p^ 



2^ 



0. & w. 



60 ist Oberhaupt 
und also 






und 



2« 



ein2t/;.|/^ 



Qo4**^^2V'' 



3C+2 



^' - g 3.7.11....(4«-1) »71 »|tV_ >«-« 1.5.9....(4«-3 ) a- 
^ - *^ 5.9.13....(4a+l)'^» *^- '^- 3.7.U....(4a~l) '^' 

Diesen Formeln gemäfis erbalten wir pon die folgenden einfachen Aosdrncke: 
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2. 




8 

ü 



= 17- 
= ü- 

= 17—/ 



1 

1 3 

1 * 3 7 * 

* 3 7 * 



5.9 



3.7.1t 7 
5.9.13 



0. s. w. 



und 



3. 



/ » 
U 

5 

V 

1 

V 
17 



1 

ü 

1 



2 



= l'— i.^ 



1.5 ; 

377* ' 
1.5 



3.7 



.J 



IJ 



3 1 5 * 

a. s. w. 



1.5. 9 • 

3.7.11"*' 

1.5.9 6 



1.5.9.13 • 
3.7.11.15 ' 



12 3 4 

Die GröCseo ä^ d^ ä^^ d^ d etc., welche in den Ausdrucken (2.) und (3.) 
vorkommen, lassen sich leicht unmittelbar aus den Amplituden (P und ^' 

berechnen. Da nämlich ©in 2v^ = ^-J ond /^^ = v (l^iL'y) "*> 
90 ist ^ = _-^»^^j-_ , oder aacb 

4 = 2.?^, also J = J.cos'(()\ i=icos'(P' u.s.w. oder 
4. j c= (2«!L£')cos'(P', ; = (2«£2:)co8«(p', ;=(2«L?:)co^<p. 

\ Binq> / ^ ' \ sm9? / ^ \ sm^ / ^ 

u. s* w. allgemein 

\ siny / ^ 

12 3 4 

Die Groben Jy Jj J^ J etc. verschwinden für (P = und für <p=s^r, 
und bilden im Uebrigen eine convergirende geometrische Progression. 
Anmerkung. Da 






so katin dieses Integral in eine nach Potenzen von sin^ fortschreitende 
Reibe von der Form 

— ^2~i (sin" (P + a. siir^"' (p + * sin^^^' ^ + •...; cos (J) 

entwickelt werden , in welcher kein Coefficient unendlich wird, wenn man n 

Crelle*s Joarnal f. d. M Bd. XXV. Heft 4. 48 
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unendlich grof» uimint. Eben deswegen ist aber Null die Grenze des In- 
tegrals, wenn n unendlich grols genommen wird. Hieraus folgt leicht, dafs 
sich die Gröfsen 

u, u, ir, ii, u eic. 

im Fortgange immer mehr der Grenze Null nähern. Setzen wir aber in 

2a 2a^l 2a 2o+l 

den Formeln für U und 1/ die Zeigezahl a=:oo, also C/= und 17= O, 
so erhalten wir die Reihen 

IT — 7-L5 Ja- 3-7 ii 3.7.11 ; , 3.7.11,15 « , 
* FT ^ 1 i_L*-* ># I *-'^- Ö ö 1.5. 9.13 8 , 

u - i>^+3:7'^+3:7:n'^+ 3.7.11.15 '^+'"-^ 

welche aber nur so lauge gelten, als ^ <C i zr ist. Ist (p auffallend kleiner 
als ^TT, so convergireu diese Reihen sehr rasch, und man wird dann U 

und ü mittelst derselben schneller berechnen, als man ihre Werthe aus 
den erwähnten Tafeln entnehmen kann, weil die in den beiden Reihen vor- 
kommenden Glieder sämmtlich ohnehin bei Anwendung der Formeln (8.) 
und (3.) berechnet werden müssen. 

%. S76. 

Berechnung der Modular- Quadranten K und K' nach Reihen, welche einen Potensen- 

Fortschritt mit dem Grundfactor cos 20 haben. 

Setzen wir in den beiden Reihen (7. t« 873.) fflr }{v+u) und 
^(v — u) die Amplitude (p = ^r, so wird ussK und v — Kf. üa nun 

12 3 4 

für (Pä^t, J = J==// = J = ....=:Ü wird, so wird auch 

24GH 3 579 1 

Selzen wir nun noch 

1*.5*.7*.9* a 

"*■ 2.4.e.8T6.12.14.r6 <'<*«'^ 2 fl H , 



2.4.6.8.10.12.14 

SO baben wir zonächst die beiden Aosdräcke 

iCJf'+Ä) ^ S.U und iiK'-K) = D.ü, 



Achtxehnttr Jbtehniii. $. 27& 33$ 

t 3 3 4 

hatj weil dann scbon die sämmtliohen Codfficieoten F, l/, U, V, ü, ü etc. 
bekannt geworden sind. 

Die in dies«* Reihe vorkomnieaden eingeschlosseneo Factoreu ver- 
treten nan die nach Poteneen voa cos2d fortschreitenden Reihen, durch 
deren Sammation sie entstanden sind. 

I 2 S 

Die Rechnung läfst sich aber auch, wenn die GröCsen ü, ü, ü, U etc. 
schon bei der Berechnoog von u und v ans (P = amti ss am'v bekannt 
sind, auch nach der Reihe (1.) ausfahren. Man hat dann 

IL 8. W. 

Werden diese Wertbe beoatzt, so hat maii 

1.3.5.7.9 y ^^«A 
3 . 2.4.6.8.10.12 «•^°®^ ''''""••••» 

"'"2.4.6.8.10.12.14 «•*^* -i« + .... 

Beachtet man, dafe V'(i+co.2^±r(l^co,2 ^^ co^±gBg^^^^^^^_.^^ 

Ist, so folgen aus der Reihe (8.) noch zwei andere, worin sich je awei 
Glieder vereinigen lassen, nämlich: 
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^elH-el'i; ^ Fc08(iT— e) + (r—l^)(l— COs(iT-fl)) 

+ (i^-il^)(l-2^co8'2e-co8(ia— ö)) 



,/ 1.5.9 /r 3.7.11J,\/^ 1 ,-A 1.3.5 .«A 



27476XWi2*'*»«'29-cos(H' 



-9)) 



elu — t)Vv 
2 



-f- • • • • ood 

=r (17— F)siD(iT— Ö) +(l5^— iü)(icos29— sinCiff— 9)) 

+ (i^^~o ^) (*<'^*2*+24o co«'29-sma5r-~e)) 
+ G-^^-J#i ^)(ico829+5^,cos^39 

+ 2-^-8.10 <'«-*29-.io(iT- 

, /S.T.UJr 1.5.9.13 M/i ofl I 1-3 ^ 3oü 

T" •• • • t 

welche Reihen einen hohen Grad der Convergenz haben. 



»)) 



«)) 



Neu.ns^ehnter Abschnitt 

$. 279. 

Umformung der GleichuDg x s= so u jn eine ähnliche mit einem andern Argumeato 
und einem andern Modul durch eine Substitution des dritten Grades. 

Setzt man y = \Tj. % und j? = sn ti mit dem Modal k und ferner 

y = snt? mit dem Modul \, so ist bekanntlich t; ss (l-f- A)ti und K = .-r-T* 

i-pÄ 

Die höchste Potenz von x, welche in dem rationalen Bruche r = V - . » - 

•^ l+*jr» 

vorkommt 9 ist vom zweiten Grade, und aus diesem Grunde wird der gan^- 
zen Substitution^ eigentlich dem zu substituirenden Bruche, der zweite Grad 
zugeschrieben. 



k 
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Eiue SubstUotion dritten Grades bietet iw Bruch 

y ~ A'+ B'x + <?Jr* +Ifx^ 
dar» und es fragt sich uon, ob durch eiue solche Substitution die Gleichung 

in eine ähnliche 

_ f dx 

umgeformt werden könne, vorausgesetzt, dafs das Verhältnifs der Argu- 
mente u und V constant sein soll und also in der Gleichung 

der Multiplicator a nur von dem Modul A: oder K abhängt. Da der Glei- 
chung ü s= u.ti gemäfs für n s auch r = sein, ferner r in — v aber- 
gehen mufs, wenn — u statt u gesetzt wird, so mufs für or s= auch y = 
werden und y in — y übergehen, wenn j? in — x verwandelt wird. Diese 
Bedingungen werden befriedigt, wenn mau setzt 

JL = 0, C = ü, fi' = 0, />' = 0. 
Der zu substituirende Bruch hat also die Form 

as±b^ Oder snv^Bi^p:^^ 

wenn man die Modularfuuclionen des Argumentes u auf den Modul Ar, und 
die des Argumentes v auf den unbekannten Modul K bezieht 

Wir bezeichnen die den Moduln K und V = /(l— A.^) zugehörigen 
Modularquadranten durch L und L\ so wie wir die zu den Moduln k und k^ 
gehörigen Modularquadranten durch K und K^ bezeichnen. SoU, wie bei der 
Substitution zweiten Grades, v = L werden für ti = £, so mufs y= 1 
werden für x=il: daher haben wir die Bedingung 

j^- = 1 oder ö + J — c — 1 = 0. 

Setzen wir bei der Substitutiou zweiten Grades u-j^iK^ statt u, also 
r— statt X, so bleibt y ungeändert; eine andere Bewandtnifs hat es mit 

dem vorstehenden Werthe von y. Setzen wir da u + iK^ statt u, also r— 

^ * ^ kx 

statt X, so verwandelt sich derselbe in 

b+ahyx^ 

woraus wir schliefsen, dafs sich v in r+iL^ verwandelt (also y in t^)» 

Creüe*s Joamal f. d. M. Bd* XXV. Heft 4. 44 
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wenn u-^-iK' statt u gesetzt wird. Setzen wir aber 

SO ist 

ch *» , 

y =s 



und damit dieser Bruch mit dem anfänglichen übereinstimme « mufe 

ck SS ab.Ky f^ = b^.Kf ak^ =i bc 

sein. Diese Gleichungen gelten nur soviel als zwei, weil ans zweien von 

ihnen die dritte folgt. Die ermittelten Bedingungsgleichnngen reichen also 

zur Bestimmung der Gröfseu a^ b, c und A. noch nicht hin. 

Aus den vorigen Formeln leiten wir aber noch her 

la.^ — (l+-r)(i-(l-«)x+ftx«) 
*T"^ "" 14.(0+*—!)*» » 

* ^ ~" l+(a+6-l)jr» ♦ 

. . ^ _ (i-*x)(<;«jr« + (l-a)t.r+&) 
'~'^^ "~ b+ah*x* ' 

und diese Ausdräcke müssen der Gleichung 

dy ^£ 

V((i+:r) (i-y) (1+^r) (1- V)) "" **"vr((i4.x)(i-*)(i+*x)(i-ftjr)) 

Genüge leisten, also auch der Gleichung 

dx ""f**» (i+xXl— J-)(l+ifc4:)(t-»x) 

Da nun -k^ eia rationaler Bruch ist, so mufs auch der Ausdruck 

ox 

auf der rechten Seite rational sein, und diese Bedingung wird erföllt, weiiii 
i — (1 — a)x-^bw^ ein vollkommenes Quadrat ist. Setzen wir aber 

a — 1 = 2a und b =s a\ 



so ist 



a s= l + 2a, 

b = a\ 

c SS a'+2a, 

'^ — l+2a » '^ 2aH-l ' 

, _ («+2)«.« . ,j __ (i-ü)M^+5^ 

'^ "~ (l+2a)» ' "" (2«+i)' 
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Ferner haben wir nan 

o crn« — (t.t-2a)gnu+flr*8n«» 



3. 



1-1- snc — ±+{a*^2a)Bn*u * 
1— snv = (1— 8nM)(i— osn«)* 



4. 



l-|.(o«+2o)8n»t« ' 

1 X an« — (^— *Bnti)(a — tsnti)» 
1 /^snr — a*+(2c»+l)*»sn>fi * 

IC ««^ — cnfi.(l— a»Bn*ti) 

l+(a*+2o)sn'fi ' 

ß H — dP^'(<»* — **«"*«) _ dnti l+2a — (tt* 4-2 «)»"*« 
0. anr _ a» + (2a+l)i»8n«fi "" '''Ja + t ' l+(a*+2a)sn»fi * 

Die Formeln für cor and dnü lassen sich anch also darstellen: 

(1— g*) cnti + g* cn^ ti 

# (« + l)*-"(«'+2a)cn»fi ' 

^ dn'ti — (1— g*)dofi 

^"^ ~ («+!)»- (2a +l)dii» 11 • 

Endlich hat man noch 

b. int? SS tnti • — 5 rzr**: — ^ ttt; rrr-s • 

1 — o* an* u 14- (1 — «*) tu* 11 

Differentiirt man die Formel {9.)j so erhält man 

cnr.dnr.ar = —^ (i+(«>^2i»)snW)« cntidnu.aii, 

and da auch 

, 2a+l— 2(aS4.a«-|.a)sn*u4-g>(a+2)8n«ti enii.diiii 
cnt^.dnü = (!+(«« +2«)sD*fi)» •"2^rFr 

ist, so erhalten wir dv = (2a+l). dti^ mithin 

9. r = (2a + l).ti, 
Der constante Multiplicator fx ist hiernach := 2 a + !• Ans den Formeln 

(8.) und (5.) leiten wir her: 

+ 2(a + i)snii.(l+asn*fi) , 

+ 2cnti«(l+aBn*tt) 

l-f-(a*+2a)sn*ii' 

daher haben wir endlich 



l±^^(a+t).tnu, oder tang ( '>""+'>"") == («+l)tn«i. 



SM 

cn 

44* 
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mithin 

10. amv = — amti + 2arotang((a + l)tn€i). 

Hieraus folgt nun, dafisi, wenn a positiv ist v^u und auch amr^anm sei. 

Da -r- s ""t^, und, den Ausdräcken f&r A:^ und K'^ gemäb, die absolute 

Gröfse von a^l sein mub^ so ist a + 2^a-|*2a^ mithin ist 

K>k, also K'<k'. 

$. 280. 
Aus den Formeln (U $. 279.) erhält man 

•-(*M = |^ und /(A:'V) = 4;^, 
und die Addition giebt nun die von a unabhängige Gleichung 

nach welcher Gleichung man ans einem der beiden Moduln den andern zu 
berechnen hat 

Setzt man A^sssind und A. = sin6% so ist 

/•(sin9. sine') + /(cos fl.coseo = 1, 

und diese Gleichung läfst sich umformen in 

sin2ö.sin2ö' = 4.sin*i(ö'— 6). 

Hiernach läfst sich aus einem der Winkel 9 und 9' ziemlich schnell der 
andere berechnen. 

Ferner findet man 

yy = a und y^=-^^. 

Wird nun der Gleichmälsigkeit wegen y -^ ss a' gesetzt , so ist 

o i — «+2 

*' ^ ~ 2a + l • 

Hieraus folgt 2a' — 1= ng-i-t ^ ^^^ *^^^ 

(2a'-.l)(2a + l) = 3, 
und werden die Werthe für a und a' substituirt, so bat man 

3- (*y'(^)+i)(»»'(^)-') = 3. 

Mao findet auch a' — 1 =s <;; — r^ % und es können mitbin die Moduln auch 
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also ausgedröokt werden: 

le = a'.a', k^ = (a+l)\(a'— 1), 
K^ rs a'Koy V' Ä= (a'— l)^(a+l). 

Hieraus folgt noch 

y-j7- = 1+a und y-p- = a' — 1, 

und da (2a+l)(2a'— 1) = 3 oder (2(a+l)— l)(2(a'— 1) + 1) = 3 ist, 
so haben wir auch noch 

*■ (^l^(^)-»)(2?(^)+') = 3. 
Femer hat man die beiden Gleichungen 



Setzt man ^k = m und /'K ss n, so verwandelt sich die Gleichung (3.) 
in (?^^.i)(?^_i)=3 oder n*— m*+2m»n»— 2mfi = 0. Sieht man 

m als bekannt und n als unbekannt an, so ist die Gleichung vom vierten 
Grade in Ansehung von n. 

$. 281. 

Die erg&Dzende Sobstitution dritten Grades. 

Ein Blick auf die vorstehenden Modulargleichungen lehrt, dafs sie 
ungeändert bleiben, wenn man gleichzeitig A: mit K^ und k' mit K vertauscht. 
Dabei vertauscht man a mit a^ — 1 oder a^ mit a + 1. 

Setzen wir nun aufserdem v statt u und ti' statt v, so verwandelt sich 
die Formel tnv = Ji+^fJ-^+ii-^ftn^u .„ 

1+(1— a')tn*w ^^ -^ 

tn'«' ^ ^^;;r/^^?^''twT'" und r == Cia+l)« in W = (2a'- l)i;. 

14-(2o'— a'*)tD'>i; \ I / V / 

Da aber r = (2a+l)ti ist, so ist u! = (2a'— l)(2a + l)«^ oder auch 
fi' s= 3ti^ und also 

. /o _ (2«^— Dtn^ü+g^Mii^»!; 
"" l+(2a'— a'»)tii'»i; ' 

und in dieser Formel beziehen sich die Modularfiinctionen des Argumentes 
r auf den Modul ^.^ so wie tn'Sti auf den Modul k\ Setzen wir nun tii 
statt u und vi statt Vy so bleibt die Gleichung r = (2a+l)^ ungeändert, 
und die vorige Gleichung verwandelt sich sofort in 
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I. 9b5v = 



2w'— t acc — «'- 



1— -.*'—«'» aa^r * 



-r ' - 



sick wieder sar aaf deo Modal >^ 



des Vodd A: 



• woämnh wutn tob Modai K aaf 
elcfce iaMÜeiB ab die «■eekefcrte dn* Torieea 



Mai^k 



dmmg («.) S- «7». 



der 



TOfi^gcs ^r, so 
Daber i!< die 



3s 



xsr Vq di e ifa cfcBng des ArgvBestaL 
der voffi^a Focad aocfc her: 



SL l+aa3« = 



1— 2«'— ««;«i* p * 



I 



1— '^2 «'—«'«> 



^^* «* 1— (2«*— «'•,»»»- "~ «•»— (2**— l;l*«*r » 

■ad Ueia» Mgt 

* *"»'*"^"'— «*•— ,2.'-l}i««»»' * *""*■"" «^— (2«'— l)l*M*r 



« = z =-^ :=: — ^ 



Cl-.'»}c.r+«' 



"»«bS 



1— ■^2«'— «'•>«i«r 



(«*— 1)*+(2«'— ««, 



,m. * 



tB3« — 



«••— (2«'— l>i*»*r («*— 1)«+(2«'— l)dB«r » 

f 2«'— I) I« r — r«*— I)» !■• r 



!—(«'»— lila« r 



Am des 



■i3« — air 



Mwfc her: 



= (af—t)tm9, oder 



a3H— ai 

& aB3« = aHr + 2aretaie((c'->l;tav). 

Zosali. Abs de» CliiibooiTO ■» =: ^^ff;?^.*'.'"*"'*'*- 

,'3, = '^••-.'v7;.t':;-';:-'" «,.. «^ , = i. ar . = ^ 

3« = £' fir r = 2.'^ isc Da on aHcr v=:(2a+l)« iH, so iit 

I« s= (2a+l>.jr nd 1.' = i(2a+l).£'. 
Ib^ Mch ducfc die DiriMM 



_L 
1/ 



3. 



Jf* 
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S. 282. 

UmformuDg der Gleichung .r^snu in eine ähnliche durch eine Substitution 

fünften Grades. 

Die Sttbstituüon fönften Grades hat die Form y = ?^£±|5i±|f-^ . 

1 1 

Setzt man bierio t— statt x und gleicbzeitig -j— statt y^ so erbält mau 

^^ e-fcA»j:» + aÄ*jr* * 

und soll dieser Ausdruck mit dem vorigen zusammenfallen, so mufs 
^ * a.c *• cc ft* 2 §7 be w de 

*• T = -rf-5 X = T» T = *5 *'=T5 *^ = V 
seio. Aus demselben Grunde wie bei der Substitution dritten Grades setzen 
wir nun 

Hieraus folgt rückwärts 

_ (i-\-2a)x-\-(a*+2ft+2a'-b)x*-\-(a*-^ 2ß-^ 2aß)x*-^(ß*i-2aß—a)x*+ß*x* 

und auch dieser Ausdruck stinunt mit dem vorigen überein, wenn 

(a =s l + 2a, 
* = a' + 2ß + 2a = (a*+0) + (3 + 2a), 
8. ^ c =s a» + 2ß + 2aß = (a»+(3) + ß(H'2a), 
rf = ß»+2aß = ß(ß+2a), 

gesetzt wird. Beziehen wir nun die Modular- Functionen des Arguments u 
wieder auf den Modul k und die des Arguments v auf den Modul \, so 
haben wir, a; = snu und yssanv setzend, 

~~ l + (a» + 2^+2o)Bii»«4-/f(^H-2o)8u*« * 

Hieraus folgt 

T" "" l + (a>+2/J+2o)8n»« + (/lf»+2o/J)sn*« ♦ 

(1 — 8m«)(l — g an «-!-/? an*«)* 



4. 



snr s= 



l4.(a* + 2/;-|-2a)8n^«+(/;* + 2a/;>8n«u ' 



5. 



it>A.8nr — /jf«(i+(o» + 2/?-t-2a)8n»«-f-(^*+2a/y)8n*«) ' 
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Hieraus erhalten wir nun leicht 

' _ cnu(t— (g*— 2/?)8n»ti+/?»8n* ti) 

] . dn tiQg» — (»*— 2/?)fc*Bn«fi+t*sn*t i) 

— /5«(l-f-(a«+2/?+2a)sii»ii+(/?»+2a/JisEMi7* 

Endlich findet man 

7 In « - a+2a)tDti+((l+a)(t+tt + 2/»+2a+i)tn»ti+(l+r,+/?)«to*fi 
^* l+(2 + 2/J~a*)tn»u+((/J+l)» — a*)tn*ii ' 

Differentiiren wir die Formel (3.), so erhalten wir 

cnr.dnü.dr = 

a-|-(3c — ab)m^u^{bc — ^ad'\-be)wk^U'\'{^be— c d)%n^U'\-devBL^u ^...^ j .. p.. 

(1 + * 8n* II -f» sn* ii)* 

Werden die vorigen Ausdrflcke fär enr ond dnr substitnirt, so eriiältman 

dv g+(3c — gft)sn»ti-K5c— 3a<l+6e)fln*ti+(3ftg— crf)»n*ii+<|g8n*fi 

^^ (l_(o»_2/J)8n»u+/J»8n*fi)(l— (a*-2/?).|Jsii«w+^ßii*ii) 

Dieser Brach redncirt sich aber, wenn för a^ b, c, d, e, k^ und A^ ihre 
Werthe sabsthuirt werden, aaf ^ = a=l>{-2a, und bieraas folgt 

8. 9 SS (l+2a).tt. 

S. 283. 

Nacb S. 888. ist A' = — und A*ss^, also ist 

c a 

(ß+2aß)(a» + ß + 2a + ß)' = (2a+ß)(a'+ß+ß + 2aß)'. 
Diese Gleichung redncirt sich zanäohst aof 

(a' + ßr = (2a+ß)(ß + 2aß). 
Durch weitere Entwicklung finden wir 

2ß(l+a+ß) = a». 
Hiernach kann ß aus a berechnet werden, und durch wirkliche Auflösung 

erhalten wir 

2ß + a+l =r /•((l+a»)(l+2a)) = /((l+a)' + 2a»). 

«^ i«t *'-T= ^r42gtLT -"^ ^'^^^^^ Diese Ausdrucke 
können noch in anderen Formen dargestellt werden. Es ist 

2a+/J — «»+/»* 
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Sabtrahirt man aor beiden Seiten Ein§, so bat man 

2«+/J ""«•+>' """ 2/J-« — a»+/y"~/J+2«<y~/8(l+2B)"' \ ß{i-\-2a)' 

(«—2 \' 

« _ i5»(«- 2) 
~ 2ß-a ' 

Es ist nun 2ß = ir((l+a')(l+2a))— 1 — a, also 

2ß-.a = /(l + 2a).(/(l+a')— /(l + 2a)), 
folglich ist 

" — «-2 (y((l+a>)(l+2«))-(i+o ))« 
"^ " 4V"(l+2o)* V(l+o»)— •/(l+2o) ' 

der Ausdruck nach einigeu leichten Reductioneo auf 

Setzt man ft=ssin6; so ist cos2^ = 1 — 2k^, and also 

1. cos2ö = (l+a-a')|/i±-|l, 

2— a 

Setzt man nan noch n.' = 7-r-«r- » so ist 

«. (l+2a)(l+2aO = 5 und 
3. «n2fl Ä /■(a'o*). 



2^' = 2*».(|-J/-J. 



Dai = 



i- _ 2 _n(l+ «)(l+2«))+a+t . 

^— V-((l+:a)«+2a»)~(o+l) ii5 isi, SO er- 

hält man, wenn dieser Werth und der vorhin iur 2A;' gefundene substituirt 
wird, nach einigen Reductionen, 

'^'^ ~" * (l+2o)* M+2«- 
Wird nun K= sind', also A.'=cos6' gesetzt, so hat mau 

cos2e'==(l~lla-a^)/^i^. 

acUeS Journal f. d. H. Bd. XXV. Heft 4. 45 



cos 29' = _(i+a'-a")|/J±g. oder cWidr-^) = (t+a'~««)|/|^ 
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Aber aos der Gleichung (l+3A)(^tt^+l) = ^ ^^^^^ >oao a := ^ , ^ - -; femer 

(l+2a)* '^ ^" " '' ""** rf2^ l+2a' 

daher ist 

l+2a' 

Hieraus mM man, iaft tick d mi/ ^r— 8', also k tmt \' und k" tmt K 
vertauscht, wenn a unt a' vertausch wird. 

Wir erhalten noch mn2 ^' ^^{af^ Jj~^) oder 

4. sin 2 9' SS /-(a'n a) , and da sin 2 9 = /*(«' . aO 
ist, so können aas den beiden dorch die Gleichung (l+2a)(l+2a0 = 5 
▼erbandenen Constanten a and a' beide Moduln 9 und 9' berechnet werden. 
Man findet anch rückwärts 

und hat also die ModoIar-^Gleichoog 



12 12 



welche zar Berechuang des einen Moduls aus dem anderen dienen kann. 
Wir stellen die Modular- Gleichung iu noch anderen Formen dar. BSs 

sei wieder /* == ^ und /Ä. = n, 

^ '^ /T = ^. = y^OR^)""$^' *•"* räckwärts 

_ 2m« +2 /?»« 

Ferner ist «"sß^c^^rs^, also ^=^ and 0n'=:»m', mithin ist 

_ 2m*+2itin* __ 2m«(l+ww») 

Ferner folgt aas der obigen Gleichung 

— ß - ^+^« oder 2a - *'"'-^ = * *^^J!^ 

Werden die beiden Wertbe von a identificirt, so erhält man die Gleichung 

6. »•— »i'*-f.4in*«* + 5»i'«*— 5n'»»*— 4»»n s= a 
Da n"— m^sss (»♦+!»* m»+»i*)(»'*- m«) ist, so läfst sich die vorige Glei- 
chung aach also darstellen: 

(n»—«i»)(ii«+6«i'««+i»«) = 4«n(l— in*n«}. 



Neanxchnler AischnUl. (•284. 347 

VeriUndet man hiamit die IdentiUt 

(ii«.M*).4Mfi(n'+m') s 40in(ii«— m*) 

dareb Addition and Snbtnu^on, so erhält man die Gleichongen 

(»»— m»)(«+m)* «= 4m»(l+«*)(l— «♦), 
(n'--w«)(ii— m)» a» 4mii(t— *«)(l+m*). 

Hieraos erhält man dorch die Divinoa 

Die Moltiplicatioa giebt aber 

(ii*-m^)^(ji*-m*/=16m'n'(l— «•Xt— »0 oder 

(n'-my = 16m'ii'(l— n^Xl—«*), also (yTK-y^*)«« 16/'(*\) .*'»\'\ 

oder a (/K— /*)* « 4^'*' /■(*^). 

Da man k mit V luid gleichzeitig ik' aiit Ä. vertanacfaeo darf, so ist auch 

noch (^k* — /^Ky ^=sikK^(kfhf)^ und dividirt man die vorige Gleichung 
hierdurch, so hat man 



»• vTF^ZTT ** KIT' 



S. ti84. 
Die ergSnaende SobttHutioD fSnftan Gradai. 

Es ist sehon %. 209. gezeigt worden, daCs man in den vorstehen- 
den, flieh anf die Snbatitation filnfien Grades bexidienden Formeb, ohne 
die ModnlargleidioDg an indem, a' atott a setzen darf, wodm«h k mit K* 
und k* not K vertaosdit wird. Werden dber die beiden dorch die Glei- 
ehnng (1+ 2 a) (1-^20,^ est 5 verbundenen GröCsen mit einander vertaaseht, 
wodorch sieh in ß' verwandelt, so ist 

1. 2ß'(l+a'+0O = a« oder 2ß'+a'+t = •■((l+a")(l+2aOX 
Setzen wir non » statt u, wodurch r in n* flbergehen mag , so verwandelt 
sieh die Gleichung « ss (l+2a)» in uf s» (l+2a')vi daher ist «' ss 
(l+2a)(l+2aO«, oderti'BsStt. 

Hiemach verwandelt sich die Gleiohong (3.) $. 88S. in 

». BD OH — !+(«'« +2/f4.2«0fln'«»+Ur»+««i'/»')8n'*» » 

46* 
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weon man sn^r auf den Modal K\ so wie sn^ 5 ii aof den Modal kf bezieht. 
Dieser Gieichang gemäCs ist fi3r r = lä aach sn' 5 « s= 1 oder 5 ti =3 K\ 
and da immer r = (l + 3a).ii ist, so ist 

3. L' = i(l+2a).Ä:'. 
Der Gleichung (3.) $. StS%. gemä£s ist aber för ff = £, v^=^ L. oud also 

4. L = (l+2a).J£. 
Wird diese Gleichung durch die vorige dividirt, so erbalt man noch 

und dieser Gieichang gemäls ist der Modul K merklieh gröfser als der 
Modul Ar. 

Auf ähnliche Weise wie die Gleichung (S.) hergefeitet wurde, findet 
man 

in DU — l+(2+2iJ'— a'*)tn'»t; + ((^'+l)«— a'»)tn'*t; 

Setzt man in dieser Formel gleichzeitig vi statt v und ui statt u^ so bleibt 
die Gleichung r = (l + 2 a) 11 ungeändert und man erhält 

1; «n '^ f. — (l+2a08D>;-((l+aO(l+«^+2/?04^2a^-fl)Bn»ii+(l+«/4-/?0»8n»i; 
o. SUDW— - i_(242/S'-a'»)8n«t;+((/S'+l)*-«'»)sn*t; * 

Eliminirt man hieraus mittelst der Formel (3.3 $.282. die Function snr^ 
so erhält man sn 5 u durch sn u ausgedröckt ; daher ergänzen sich die beiden 
in Rede stehenden Substitutionen zur Verfanßachung des Afguments. 

Fährt mau in die Formel (6.) eine Gröfse ßi statt ß^ ein, indem 

man ßi= ^-2- — '-^-^ — '-^ — ^ % oder ß'= — ßj — (I + a') setzt, 

so erhält man 

/. suüü — . l+(a'»+2/J, + 2a0s"*y + (/?; + 2o'/?J8n*t; ' 

Vergleicht man diese Formel mit der Formel (8.) $• 282., so zeigt sich 
eine merkwürdige Uebereinstimmung und das einfache Gesetz, dafs in den 
Formeln (3. bis 7.) a statt a^, ß statt ßi, k statt \, K statt Ar, v statt ff 
und 5ti statt v gesetzt werden mufs und dafs sie sich dadurch sämmtlich in 
die sich auf die ergänzende Substitution beziehenden Formeln verwandeln. 
Zusatz. Aus den Formeln (3. und 6.) für snr und cni; $• 282. 
leiten wir noch her: 

so V — sn II a sn n cn u ^^^ ginn ' 

cn<' + cnii "^ 14-(«+/?)sn*fi i+(l+o-f-/5f)tn*ii * 

Üiese Gleichung läfst sich umformen in 
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«m« = «n.« + 2 «rc fang ( t^^t^",^^)^. J , 
nnd hierin irt 1+a+ß = l±ii±}:((l±?!)(l±M 

Nach dem kan rorber nacbgewieseneD Gesetze findet man nnn noch 

and bierin ist 1+ a'+ ß. « l+gl-V((l+«")(l+2aO) 

Allgemeine Umformung der Gleichung x =: snu in eine ähn- 
liche durch eine Substitution itten Grades, wenn n eine 

ungerade Zahl ist. 

8. 985. 

Es sei, mit Beziehung auf den Modul k, wozu der Quadrant JiC und 
als conjugirter Quadrant K^ gehören mag, 

n 

Ferner sei n eine ungerade ganze Zahl, a und b hingegen seien ebenfalls 
ganze Zahlen, nur mit der Einschränkung, dafs wenigstens die eine dieser 
beiden Zahlen keinen Factor rott n gemein babe^ welcher gröfser als Eins 
wäre. Bilden wir nun das Product 
1— y = ^(l— snii)(l~sn(ti + 2w))(t— sn(ii+4ö)))(l— sn(ll + 6öü))... 
...(l— sn(ti+2(ii— l)ai)), 

welches aus n binomischen Factoren besteht, so hat dasselbe die Eigen- 
schaft, dafs sein Werth nicht geändert wird, wenn man das Argument u in 
Ihm um 2oü vermehrt. Abgesehen von dem constanten Factor jf, dessen 
Werth wir noch näher bestimmen werden, verwandelt sich jeder Faclor 
in den nächst folgenden, wenn ii-f-2u) statt tr gesetzt wird, und der 
letzte Factor verwandelt sich wieder in den ersten, da sn(fi-f 3itc«)) sa 
sn(ti + 4flif+46iÄ0 = «nw, also auch l~sn(fi4-2«(o) == 1 — snti ist. 
Setzt man in der Gleichung sn(ti + 3na))sssn«, n — 2ß(ß) statt v, so 
verwandelt sie sich in 

8n(ii4-2aeD)s=8n(ii — 2ßa)), fOr a + ß«'^ 
Hiernach kann das vorige Product auch also dargestellt werden: 
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r(l->sn (tf+2(iD))(l~ni(if-i-4w))(l— 80(11+6»)) ..; 
i ...(1— an («+(«— t)«))l 

1 y«^(l ■"«>Wi_gn(„_2öi))(l— «nC«— 4«))(l--8n(i»— 6«)) 

...(I— Bn(ii— (i^-l)w)), 

Da uacb «.36. (l-8n(«+2w))(l~«i(ii-2«)) = ^5Li^f^^«^ 

SB -2 — rz — rx i — iart, 80 erbalten wir, wenn wir zur Abkflnuinff 

p zsz (^ sn2oü« 8n4a). snöo).... 8u(n— -l)ot))\ 
p^ SS (8nc2oa . snc^oa • sncGco • • • • 8nc(n — l)oa)^ 
I J 9 es ( cn2oü. cn4aa« en6cü.««. cn(n~-l}o»y9 
9^ CR (one2oü.cnc4ai»enc6oa.«..cnc(» — 1)ckO% 
r s=s ( dn2a). dn4co* dn6oa.».. dn(ii — l)oa)^ 
r^ = (dnc26ü. dnc4a).dnc6oa • • • . dnc(ii — l)oSy 

setMn, woraus leicht 

«. p'r^f, y'«*'"-^|^ ond 
folgt, die Umfonnung 

•y=^f-t* ™«'^(t— ik»in*2i#.8n«tt){l-»»snMw.«n*f#)....(l— »*8DMi^l>».in*ii)* 

Wir beatimmen nnn den Factor y so, dafisi ii ssO fiar y sO wird« Setsen 
wir aber iissO, so erhalten wir 1 — yss^g^ß also niufs gq^=^\ sein, 

wenn >- s sein soll. Hieraas folgt ^ sss — , und also 

3- 1— y c= (1— a?).jy-^, 

wenn wir zur Abkurznog setzen: 



r' 



ft"^» 



^X s=3 80U 



4. 



9 



^'~V*+S^27i)v+M^45)v+Sc6W 

/> «s (1 — Asn26ü.d?)(l — A:sn4oü.J?)(l — km^.x)....{\ — *sn(n — 1)cd*x), 

/>'2=(t + Ä8n2co.a?)(l+*8n4(ü,x)(l+*sn6co.a?)....(l+&sn(n— l)öa.^ 

Fiir die Wertbe a? = snc6ü, snc4a), sncGoa, .••• snc(it— 1)6d wird CssQ^ 
also 1 — y=sO, folglich yss + l, ond fÖr xsäI wird yssl. 
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9. S86. 

Ana dem Aosaracke 1 — y a» ^^^ — folgt y = ^jp — - — • 

Da nun Diy von der (n — l)teii Ordnung, hingegen (1 — x).C^ von der 
nien Ordnung Lrt, so ist der Zähler des Ausdrucks von y eine rationale 
ganze Function von x von der nten Ordnung. Da femer y ss für 
^ss8ntf, =0 ist und y seinen Werth nicht ändert , wenn das Argument u 
beliebig oft um 2ot> vermehr^ wird, so befriedigen die Werthe a? =s 0, 
^sassn2a), xsssn^u)^ snx = 6oü<, •••• xs=:sn2(n — l)ui die Gleichung 

DD''--(t—x)C^ « 0. 
Jene Werthe sind sämmtlich verschieden von einander und ihre Anzahl n 
stimmt mit dem Grade der vorstehenden Gleichung flberein. Daher ist 

^ ^ ^ \ 8n2#/\ sn4«i/V snöc»/ V 8n2(»-l)»/' 

wenn fi einen noch näher zu bestimmenden constanten Factor bezeichnet. 
Da sn2aoa = — sn2ßoa ist fttr a+ß^:^n, so haben wir auch 

•••0"~«n(»-l)Jv + to(>i-l)J 

und also 

^""" *(1— ik«80»2«.jr»Xl— **8n»4».jr«)(l— *»«i«6«.*»)....(l— *»Bn»(«-l)«.JP»)* 

fiMtl man t» «fieMm Aruärucke — x $taU », *o sieht man, iafs sieh da- 
durek y m — y vtrwandtU, 

Da (n— l)cörs2aiS:+2*»JRr'—w, (i^-2)w=s2aJiC+2*»K'— 2w, 
o. 8. w. ist, 80 ist 

an (ii-l) Co =(-!)•. 80(0, 8n(»^)«s=s(-l)«.8n3w, 8ii(ii-5)ws=(-l)".sn5(o o.8.>v., 
also 
sn'(n- l)w s= sn' w , sn' (ii-3) w = so' 3 w , sn' {ti-b) w = sh^ 5 w a. s. w. 

Aof ähnliche Art findet man 
cn^(ii-l]cdssCD'etf, cn'(ii-3)ci)Äcn'3w, cn'(ii-5)w = cn'56ü a. 8.w.,nnd 
dn'(f»-l)wadn*6ü, dn'(}»-3)(i>3Bdn^3(iü, dn'(»-5)w=dn*5w o. s. w. 
ICemaoh kann die Formel (1.) anch also dargestellt werden: 

• J H • (l— *« in« «• .x»Xl— *" »n« 2».4f • )(1— *» «n» 3« . :r») . . . . (l-ifc* so» i (»-1) » . **) ' 
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Femer hat man auch 

p SS (^ snoü. sn2eu. raSou .... sQi(n— l)6u)^ 
p's (snc6ü.8nc2cK).sDc3eA) ....8i\c\(n — i)(ßi)\ 
Äf == ( cn«. cd2c?j. cnSoi)...* co^(ji — l)w)*, 
^'= (cnca>.cnc2co. coe3eRi ••••CDC^(n— l)eü)% 
r s= ( doo). dD26ü. do3oü.... dn^(ii — 1)0)^, 
r'ss (ducu^.dnc2eiü .dQc3oü...«doc^(ii — 1)6ü}^ 
Die Coostante jüi lätst sich dadurch beslimmen, daCai man xsssl setxl, 

wodurch nach $. 285. ancb y = 1 wird. Hiernach erhält man 

'^ ^ -^ * /»' ^ ^ * Vsnc(</.snc2tv.8uc3A/ ....806^(11 — 1)«/ * 

Da äich > in — y verwandelt , wenn — x statt x gesetzt wird, so 
verwandelt sich die Formel 

So wie ferner 

1— y=yO— snii)(l— 8n(ti+2i^))(l— sn(ti+4co))(l— sn(ti+6w^^ 

...(1— sn(ti+2(n— I)ai)) ist, so ist auch 
|l+y==-(l+snii)U + sn(ii+2w))Cl + sn(ii+4a>))(l+sn(tt+^^^ 

...(l+sn(ti+2(ii~l)w)). 



EsistysO förars=sO, ±sn(i>, ±sn2co, ±8n3aü, ±sn46ü, •••• ±8n-]t(ii-l)ai. 

tS. «87. 

Wir stellen die Formel (1.) S« 286. noch in einer andern Gestalt 
dar. Es ist zunächst 

•^ ^ ' p 1— lr*8n*2ii».8n*fi 1— Äf*8ii'4<b.8n*w 

8D*fi"*8n*(y»-^!) ft; 

••• 1— t»8n»(w-lJa/.8E^* 

/ l^4(1— I) u 1 

Da nun -^^ — ^ -^ = —r ist, so haben wir 

p P 

y= -7 snt«. sn (11 + 2a)) sn(ti — 2a))8n(ti+4^^sn(ti — 4u))... 

1. ^ •..sn(ti + (ji — l)oD)sn(ti — (n — l)w) oder auch 

y = -7snti.sn(ii + 2ot))sn(ti + 4w)sn(ii+6w)....sn(ti+2(ii — l)(iO. 
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ie Formel (2.) S* 286« lä&t sich ganz ebenso io 

y» p-8nti8n(tf+a;)8n(tf — ai) m (n+^oii) sn (ff — 2ai)8n(ti-f3a))8Q(ii-*3Gü)... 

•.•sn(tf + i(^ — l)ai)sii(ti — \{n — l)w) 

verwandelo. Setzt man u -(- iKf statt u, also j— statt :r nnd bezeicimet 
den geänderten Wertb von y dnrcb y^y so bat man auf der Stelle 

. _ _t^ 1 

daber ist 

Setzt man also 

2« Ä. ss; p^.A^ s= A:''.(sncoasnc2eosnc3oa....suc 1^(11 — l)6i>)S 

1 • 1 1 

so ist v^ SS -;— , nnd es verwandelt eich aleo y in -*— ^ tr^nn d? in -A- 

verwandelt wird. 

Hiernach verwandelt sich also 

1+y = — (l+snti)(l + sn(ti + 2«))....(14-sn(ii + 2(ii^l)w)) in 
t4-Ay_ 1 (H>8nu)(H*Bn(ti+2io))(l+tsn(ti+4«)).,,(l+tiD(fi+2(it-l)^^^ 

" Ay "*" l/Jf» * Bll{l.8a(ll + 2A>)8D(tl + 4l0)....8D(fl + 2(fl— 1)m) 



3. 



Da ouu -;-p; SB -^ SS — tsty 80 erhält man, wenn diese Gleichnng mit der 

Gleichnog (1.) multiplicirt wird, 

l+Xy8s-i-(l+ftsotf)(l+Asu(ti+2ei)))(t+A8n(tf+4w)).... 

,..,{i'^kau(ii+2(n — l)w)), aud eben so 

1— ^yss^(l— A;sDt()(l— A8D(«4-2(ia))(l— A8o(tt+4(t>)).... 

....(1— X>su(«+2(}t — l)w)). 
Stellen wir die erste Formel also dar: 

^(t + Äsn (tt + 2ö))) . (1+ *8n(« + 4«)) . . «I 

lO-Xv-i-a+Äsn«^ ) ...(l+A:sn(ii+(n-l)«))( 

l+^y- r ^*+*'"''''*\(l+*sM(tt~2w)).(l + Ä8n(ti— 4w))...(' 

' ...(l+*8n(«— (n— 1)«))/ 

und beachten, dals nach S.36. 

Cl+*8n(tt + 2«))(l + ft8n(tt— 2w)) = i^jfcT»a«2».«i«« 

== dn'2«.-^y#^^ 

1 — Ä*8n*2«,x* 
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ist, ood setzen wir noch 

B SS (1 — kBnc2(a.x)(t — kmci(a.x)(l—kBucB(a.x)... 
. ) ...(1 — Ar0Qc(n — l)oa.a;)| 

80 haben wir 

Zieht man ans dem Prodncte dieser beiden Gleichungen die Quadratwunel, 
so erhalt man 

Da nun für j? = 1, yss 1 ist, so erhilt man, wenn man ^(i — \*)ss V 
setzt, zunächst 

6. V = *'. — = -^ oder ^' = *"-(j„^jn2i-dn3i#....dni(ii-l) J* 

f. 288. 
Die Function y kann auch in der Form eines itgliedrigen Ausdrucks 
oder in der Form einer geschlossenett Reihe dargestellt werden. Nach 
S. 287. ist 

, jr(jr*— an»i»)(x*— sn^2»)(jr*— so*3»).. .,( jr«— sn^iKn— l)i#) 

'^^~(l-»«sn*w.x»)(l-»*SD*2#.a?*y(lP3k^i^^ 

Sieht man nun y als gegeben, x hingegen als unbekannt an, so hat man 

eine Gleichung von der Form 

aufzulösen. In derselben sind die CoöfBcienlen 
i = (—l)*<-»).p.*^^p'y und 

Jss---(sn^oa4*0n^2oa+8U*3a>+8n^4(o....Hh0i^^K'^ — 1)^) ^^^ ^^^ — ^ß 
wenn man zur Abkörzung setzt: 

1. s SS, sn*w-{-sn*2co+™^3co4*«««« + B°^i(^ — ')«• 
Die Wurzeln der vorstehenden Gleichung sind aber schon bekannt; 
denn es ist x^=büu schon eine Wurzel der Gleichung, und da y nicht 
geändert wird, wenn u beliebig oft um 2 co vermehrt oder auch vermindert 
wird, so sind die Wurzeln Oberhaupt 

xzsiBüu, a? = sn(ti+2co), :r = sn(tf — 2co), .•.• a?=ssn(ii+(ii — l)a)) 

n 

und X s= sn(« — (n — l)co). 
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Es ist Don der Coefficieot 

1 1 2 S n 

and der GoSffioient Ä isl gleich der Summe der Prodacte aus je zwei von 
diesen Worzelo. Es ist also 

1 12S n 12) n 2 

A!^ = (a? + a? + a:*..,4-^)* = «* + a?'+:p^.... + a?^ + 2.-4 oder 

12 2 n 1 2 

Wir vereinfachen noch den Ausdruck des Coefficienteu Ä. Es ist 
(X « (— 1)*^'^'>.A, also Ä^^.p'^.hr-Ky^f^.y. Daher ist 

». i •..+sn(ti+(n-.l)a)) 

+ sn(ti — 2a)) + 8n(tt— 4a)) + 8n(ti — 6ai)+«.. 

•••Hh^nC^ — (» — 1)«) 
ond noch auiserdem 

3. ; ••.+fn'(ii+(n~l)to) 

+ 8n*(«— 2ai) +an\ii— 4ui) + sn*(ti— 6c#)... 

••. + ra*(tt — (^ — l)w). 

S. S89. 
Differentiiren wir die Formel (2.) {• 288., so erhalten wir 

cntidnti+cn(ii+2w)dn(ti+2(ü) + ..*. + cn(ii+(ii— t)6ü)dn(ii+(ii— l)w) 
+cn(ii~2w)dn(tf~2iü) + ....+cn(tt— (n— l)w)dn(ii— (II— l)w), 

woraus erhellet, dafis das DifferentialverhSltnifs J^ ungeandert bleibt wenn 
das Argument u beliebig oft um 2(0 vermehrt oder auch vermindert wird. 
Dasselbe folgt fibrigens aus der gleichen Eigenschaft von y selbst 

Da 

CD(ii + 2ot))dn(if + 2a>)+cn(if— -2a))dn(if — 2a)) 

2cn2i»dii2ii>.sniidnii(l+>*sn*2w,sn*ti) 

"" (1— *«sa«2Ä.sn*ii)« 

ist, SO erhalten wir auch 

46* 
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au A/ft \ ' (1— *«(Wi*2».jr*)* 

Der Factor cntidDii= •"(!— ar*).|r(l— **a?*) ist =0 fär « = ±1 und 
fflr iFs=±l-, d-h. für 

X sss +8nJK und (Ütr x ^ss ±(m(K'\-iK^)] 

fflr diese Werihe ist daher auch ^ s 0. Da sich nun der Werlh die- 
ses Verhältnisses nicht ändert ^ wenn das Argument u um ein YieUacbes 
von 2 Gü vermehrt oder vermindert wird ^ so ist überhaupt -^ ss fifar 
Werthe von der Form 

X = ±Bn {K±7oUß))^±meioM und x=^±Bn(K+iK'±2ou$i)^±j^^^^f 
wenn a eine ganze Zahl bezeichnet. Der eingeklammerte vielgliederige 
Factor von -^ kann als eine rationale gebrochene Fuuotiou von x dar- 



gestellt werden; der Nenner ist dann (DDy und also eine Form (2ii— -2)(eii 
Grades. Bezeichnen wir den Zahler mit X, so daCs 

^ TTU^ 

ist, so ist auch X eine rationale ganze Function von x vom (2ii— 2)tra 
Grade, welche für die folgenden Werthe von x gleich Null werden muCs: 
X = ±snc2a), +snc46ü. ±snc6ati, *••• ±snc(ii — l)eo und 

X SU + ^ ±1 ±1 ±1 

"~ft8nc2w' Jk8nc4(ia' ftsncöo»' ***' ksnc{n — 1)ä* 

Alle diese Werthe sind verschieden von einander, und da ihre 
Anzahl ss 2n — 2 mit dem Grade der Gleichung X ss abereinstimmC, 
auch der Nenner (DD'f für keinen Jener Werthe unendlich wird, so sind 
jene Werthe die Wurzeln der Gleichung X s=: 0. 

Die in der ersten Horizontalreihe enthaltenen Wurzeln befriedigen auch 
die Gleichung CC' s= und die in der zweiten Horizontalreibe endialtenen 
Wurzeln befriedigen die Gleichung B.B' — O und sind die s&mmtlichen Wur- 
zeln dieser Gleichung; daher bat die Gleichung X= dieselben Worzelu wie 
die Gleichung JBH'CCsO, und es ist mithin ftlr jeden Werth von x, 

X^ g.BB'Ca, 
wo g eine noch zu ermittelnde Constante bezeichnet, oder auch 

dy -M C.O.B.B' 

ra = ^.cntidnii.^^u^^^^ßT- 
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Da aber aas den Gleichuogeo (&) S.S8C« durch MottipUeation 

/•(l—y^ =cnu.^^ folgt und nach 8.287. /"(l— \V)= ^^•V^ 

ist) so ist 

Da ferner f&r fiesO, ycsO ist, so ist 

Setzen wir y ti s r, so ist, der gefandenen Gleichung gemafs, y der Modu- 
larsinns des Arguments r fiir den Modul K Beziehen wir also die Func- 
tionen Buv, cnr^ dnr^ tnv auf den Modul \, also sn^r^ cn'r^ dn'r, In^v 
auf den Modul K' s /^(i— \^, ao ist 

1. y SS snv, /"(l — y') Ä cur, /"(!— K^y) «= dnr. 

Den Constanten Factor ^ finden wir leicht Nach $. t86. ist ^ (flir ^ ss 0) 

MV 

SS (x; ferner ist ^^^-^ n^ch der bekannten R^el f&r n es gleich 
|^^s=-2r^ =flr, also ist astt und mithin 

dsnii du ^ ^ r 

Die Gleichung xsssnu ist also in die Ähnliche y=ssnv mit einem andern 
Modul durch eine Substitution nten Grades umgeformt worden, und es 
haben die Argumente u und v das durch die Gleichung (2.) ausgedrückte 
constaute Verhiltuib zu einander. 

g. 290. 

Wir haben nun in den vorigen Formeln nur noch durchgehends an v, 
mit Beziehung auf den Modul Ky statt y zu setzen. Aufserdem ist 

r =s y-j^, ond da qt^r^p' ist, so ist 

9 SB yi^ Ferner ist p « {—l)«— «>.(». p', also 

^ = (-1)«->.^|^^ „ad 
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Werden auch noch diese Werthe benularfy so erhalten wir 

snr s=s y(y).snii0n(ii4*3oa)8n(ii-f-46ü)8n(« + 6aü).«. 

..•sn(if + 2(ii — t)6ü), 
l_snr = y(^)(l— «ntr)(t— 8n(«+2w))(l— 8n(ii+4e«)))..- 

...(1— sn(ii+2(ii— 1)0))), 
l + 8ur = y(^)(l + 8n«)(l+8n(ii + 2«))(l+sn(ii+4a))).-. 

...(l+sn(ti + 2(n-.l)co)), 
|l~\8nr = y(^)(l— *enii)(l— *8n(ii+2to))0~Ä8n(ii+4w))... 

. . . (1— Är8n(ii+2(ii~l)6ü))y 
+ \8nr = y(pj)(l+*snii)(l+*8n(ii+2co))(l+&8n(ti+4c^^ 

.•.(l+A:8n(ti+2(n— l)öa)), 

dnr = y(]p^) • dnti.dn(ti-f2oo)dn (if+4oa)....dn («+2(11-1) tt»), 
tnr S3 yC^r) • in ii. in (t«4-2a)) tn(ii+4aü).... tn(tf+2(ii-l)w). 



ent; 



Aus diesen Formeln folgt noch, da snct^ s=? ^ — ist, 



sncrss y(x) snctisnc(u4-2Gü)snc(ti+4co)«...8nc(fi+2(ii — l)a}); ebenso 
cnc r s= y (xps) cn<5 n cnc (•i+2w) cnc (•i+4c«i) . . . . cnc (ti+2 (n — l)aO , 
dncfss y^) dnciidnc(tt+2ctf)dnc(ii+4oü)...,dnc(ti+2(ii— 1)«), 



2. < 



tncr s3 y(-2r) ^<^^ tnc(u+2a)) tno(ii+4a;).... tnc(u+2(n— l)ea), 

woraus erhellet, dafisi snr, cnr, dnr und tnr sich in snov, cncr, dncr 
and tncr verwandeln, wenn K — u statt u gesetzt wird, wenn man nur 
beachtet, dab — o) statt co gesetzt werden darf, ohne die rorstehenden 
Formeln im mindesten za yerändem. Bezeichnen wir den znm Modul K 
gehörigen Modular- Quadranten mit L, so ist sowohl 

V CS ^k.u, als auch L — v sssfA(K — u)^ und also 

Der Quadrant JL ist mithin reell, wenn fi es ist, und imaginär, wenn ft 
imaginär ist. 

Setzt man in der Formel för dnr, u — iK^ statt ti^ so verwandelt 
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aich dn II in — und man erhält , wenn man den geänderten Wertfa von v 
mit v^ bezeichnet, 

duv' = y(^_.^.___ also 



dnr' = —. 
Ine 

Bezeichnet man nun den zum Modul K^ gebArigen Modniar- Quadranten mit 

L^, 80 ist auch dn(r — fiiLO=s- — , and also dn9^ = dn(9 — niL^)^ oder 

r^ssr — niL. Wird also u — iKf statt u gesetzt, so verwandelt sich r 
in r — niUf mithin verwandelt sich die Gleichung 
rsfiti in r— -iitL'=5|Ei(if— -iJTO, und es ist also nil/^ssnJK% oder 

Aus dieser und der vorigen Gleichung erhält man endlich 

- L K 

S. 291. 
Die Formeln för snr, cur, dnr und tnr lassen sich auch also darstellen: 

snr sssy^-Y-^.snff.sn(y+^)>i^(^ — oa)8n(ii-)-2(D)sn(ii — 2ia)... 

...an C^+i(n-^l)(Mi) sn(ii — i(ii-— l)aO, 
cur s y(ipv* ^"^^^ ^"(^+w) cn(ii — oa) cn(ii-f-2oü) cn(ii — 2w) • . • 

• ••cn(ti+-((n— l)a))cn(y— -((it — l)w), 
tnr SS y(j^ • inu. tn(y+^) tn(ii— oa) tn(ii4-2oü) tn(ii— 2oa)... 

• .. tn(ii + i(ii-.l)cu) tn(y— i(ii-.l)(wX 

dnrssy^) • dnii.dn(ii+^)d>^(<^ — a;)dn(ii+2Gü)dn(ii — 2od)«.« 

«••dn(ti+i(i> — l)a))dn(ii — iC»— l)a))* 
Setzt man hierin gleichzeitig ^u statt ti und j^v statt r^ so bleibt die 
Gleichung v^ssfi.u ungeändert und man erhält dadurch 
tn ^r dn ^ SS tn ^ . dn ^ti • tu (iu+eo) dn (|u+co) tu (|ti — cü) du (^ti — oa) 

X tn(4«i+2Gü) dn (iti+26ü) tu (iti— 2a)) dn (iti— 2oü) . . . 
. . . tn Citi+ K^l)») du Qiu+ i(n-i) w) tu Gw— K^-l) w) dn (^u— ^(»-i) w). 

Da nun aber y ~^^ ss tn^tidn^ti Ist, nach S*39., so haben wir 

1. ^/^^ 

1 l-f-cnv 

J/ i—enu 1— cn(tf4'2<^) 1— cn(ti— 2») 1— cnffi-f(y>"l)^) 1— cn(ii— (n-l)ft>) \ 

"" yVl+cnti • l+cn(u+2w) * l+ai(ii-2«) * * * ' l+ai(u-Kii-l)») * l+cn(u-(n.l)w)/" 
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AVird diese Formel mit der von m v muItipUcirt, cm» erliält mau, nadi einer 
geringen Abftndemng, 

1— cnr =s y(y.)(l--cnti)(t— cn(t«+26ü))(l— cn(l»+4«D... 
J^ I ... (1— on(ti+2(n~l)ei))) und die Division giebt 
l+cn» = ^(4^)(l + cntf)(l+cn(fi+2w))(l + cn(M+4«))... 

. . . (l + cn(ti +2(«—l)«)). 

Beachtet mau, dafisr y-^^^^ ^ss kBn^u Buciu ist, so leitet man zonaclmt 

^' ri+diiü~r\l+dnw*l+dii(ii+2») l+dii(fi44ft»)**'*14-do(iH-2(i»-l)«>)/ 

her, uod da /"(l — diiii)/'(l+dDti)s=:A;60tf ist, so erhalt man 

l_dnr = |(|^)(1— dnti)(l— dn(ii + 2cw!))(l— dn(tt + 4w))... 
^ J .••(!— dn(ti + 2(»—l)cw)), 

1 + düü == y^(|^)(l+dnti)(l+dn(ii+2Gü))(l+do(ii+4to)))... 

...(l+dn(ii + 2(ji— l)«ü)). 

Setst man auch io der Formel f. 288. (är y den Werth snr^ so 
bat man 

1. "p^^^ — 8ny+sn(ti + 2«) + sii(u + 46ü).... +8n(ii4-(ii~l)cÄ;} 

-(- SD (u — 2 w) + sn(ii — 46ü) . . . . + sn (u — (n — l)aü). 
Setzt man in dieser Formel u-^-iK* statt ti^ wodarch snr in Bü(v + niL^) 

4 

G5y abergeht,- so erhalt man 

2 JL=sX + _JL_4. _J_..,.j * 

snv snu '^sn(f4+2fti) "^ 8n(fi+4ia)**** ^^sn(ii+(fi— 1)«) 

I > t i I t ^ 

T^ Ml«— 2«) ^ «(«—4») • • • • ^ «,(«—(«— l) »5 • 

Setzt man in der Formel (1.) $, 291. K — u statt u, also auch L — v 
statt V, und differentürt man dieselbe logaritfamisch, beachtend, dats 

aiog|/|±£5£««a«(i»-amctt) = -^.dii, abo dlogi/^drS^^^dv 

*rl — oue« ^" ' cn« ' "rl— cuc» aav 

und auch dvssft.du ist, so erhält man 

- X 1 _ 1 , 1 ■ 1 ■ j 1 

'• A'f^'cnt» "~ en« "'" cn («+ 2 w) **" on («-+4») ''*•**•"*' cn (««+(»— 1)») 

"*■ ai(««--2») ''■ cn(tt— 4«>) + •'*•+ on(tt— (»— 1;») * 
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Setzt mau in dieser Formel fi-)-iüC^ 9(att u, also t^-f ^^^^ ®tatt v, so ver- 
M^audelt sich cuii io -rr* » uud cnr in -rr^-r« • Se(zt man daher 

aufserdem noch K — u statt u, also L — v statt «;^ so erhält man, da 

r-* = (— l)*''^^^ ist, 

( — l)^^'*"'*\-Tr.(X.cnr = cnti + cn(ii + 2a)) + cn(ii + 4Gü)4-"« 
4^ ) ... + cn(ii -f-(n — l)w) 

+ cn(ii — 2oü)4-cn(ti — 4oü) + ... 

... + cu(ii — (n — l)oi;). 

»a ^log|/|=^^|; = ^^s(iT-am(Ä(liC-«), i)) = Ä'tn«.öu ist, 

80 erhält man, wenn niao die Formel (3.) $.291. logaritbmiscii differentiirt, 

5. j-^f*.tuo'=tiitt + tn(tt + 2w) + tii(ti+4w) + .,..+ ln(« + (M— i;&ü) 
I +tii(«— '*'w) + tn(i<— 4'jü) + .... + tii(«--(rt— l)c«). 

Setzt man in dieser Formel u — iK^ statt u, also -^- — statt tnw, so ver- 

wandelt ^ich tur in -^ — • Wird aufserdem noch K — u statt u gesetzt^ 

so erhält mau 

r(—l)^^-^Kfi.iinv s= dnw + dn(ii + 2üü) + dn(ii + 4w)4-... 

... + dn (u + (n — l)oü) 

*' ^ +du(ii— 26ü) + dn(u— 4w) + ... 

•.. + dn(i« — (n— l)oü). 

Uebrigens hätte man auch alle diese Formeln durch dasselbe Verfahren herlei- 
ten können, durch welches die erste von ihnen $• 288. hergeleitet worden ist. 
Da 8n^(w + (n — a) uj) := 8n^ (u — au)) ist, so kann die Formel (3.) 
$. 288. auch also dargestellt werden : 

7. {^)\aü'v = 8n^u+sn>+w) + snXu+2oü; + ,..4-snXw+i(n-l)6ü)j ^ 

+sn^(w — w) + sn^(ii — 2w) + ... +sn^(M — i(n-l)6ü)j 
für 

8 = sn'6j + sn*2oü + sn'3co + .,,. + sn^i(n — 1)oü* 

$. 293. 

Nach Formel (1. §.96.) hat man, wenn as= 1, 6 = 0, a' = und 

6^ s; 1 gesetzt wird, 

;s/JlC'\ _ , ö» 1 
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Ganz ebenso ist in Ueziehang auf den Modul K auch 



o= 






1 jK 

und da nach §. 290. jp ^::^ n.j^ iatj so ist 

1 dk n dA 



Da Lz=z(i,.K, also -^^ =xr '*^^' ^^ redncirt sich die vorige Gleichung auf 

fÄ^-jj^ = ^'-XjTty oder auch auf 

1. fx — ^•TX^-'ö*- 

Difierentürt man also die Modulargieicbung, d.b. die Gleichung zwischen 
dem alten Modul k und dem neuen \, so kann man auf diesem Wege au8 
ihr die Gröfse des Multiplicators fi in der Gleichung t> = jüc.ti als eine 
Function der Moduln K und k, oder auch als eine Function eines dieser 
Moduln herleiten. 

Die Gleichungen y-j-^z^p^ und y-^-ssr sind im Grande nur zwei 

verschiedene Formen der vorhin erwähnten Modulargleichungen, wenn maii 
sich an die §.286. angegebenen Bedeutungen von p^ und r erinnert. 

Aufser der vorhin erwähnten Substitution nten Grades giebt es noch 
eine Snbstitulion desselben Grades, wodurch man von dem Modul K zum 
Modul k zurückgelangt, und welche insofern als die umgekehrte der vori- 
gen anzusehen ist. Wird der bei dieser Substitution anzuwendende Mulli- 
plicator mit (ß.* bezeichnet, so ist auch 

^ _ Aa'» dk 

Wird diese Gleichung mit der vorigen multiplicirt^ so erhält man {i^^ii'^ ^=^ n\ 

oder auch 

2. (x.jüi' = n« 

Wir fanden wirklich bei den Substitutionen dritten Grades |ü(.fA=:3, und 
bei den Substitutionen fönften Grades die Formel |^.|üt' = 5. 

Zusatz. Aus den Formeln S« 298. ziehen wir noch einige be- 
merkenswerthe Folgerungen, indem wir das Argument u entweder = 
oder auch u=^K setzen. 
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Die Formel (1.) daselbst giebt, wenn ut=^K gesetzt wird, also 
auch V =: L: 

t. nr = l+28nc2co-f-2sDc4Gu+28Dc66ü.**. +2soc(n — l)a). 

Ferner ist 

2 2 2 '^ 



] 





3. (_i)4(«-i},A|L =l+2cD26ü+2cn4oü+2cn6a) + ....+2cn(ii— l)öu, 

4. (_!)!(-«. ^ =l+2dn2co+2dn4a) + 2dn6w + .... + 2do(n— l)co, 

5. (— 1)*^"-'^ -p- a= 1+^-^ + __ ^__ ^,..,+ ___ ^ 

6 ^'> _ ^ I 2 2 ■ 2 , , 2 

S« S94. 

umgekehrte Substitution riten Grades, wenn n eine ungerade gansse Zahl ist 

Nach S« 290. ist snr = 1 y-j-) • ^ {^d(^+27^)}9 ^venn das Zeichen 

P ein Prodnct aus den n Factoren bezeichnet, welche man aus dem all- 

gemein Factor sn (ti -{- 2 7 eo) dadurch bildet, dafiai man der veränderlichen 
positiven ganzen Zahl 7 die Werthe 0, 1, 2, 3 •.••(n — 1) beilegt. 
Vermehren wir nun das Argument u noch um 

n ' 

SO mufs« wenn die vorige Formel richtig bleiben soll, der Gleichung v s fi.ti 
gemäOs. das Argument v vermehrt werden um 

4u^.( "^^V'^0 =4a. ('^^+;'^^'^) =4^(gL+ft-«L') 

Da aber $ und b' ganze Zahlen sind, so ist wegen der Beziehung auf den 
Modul K, 

an (t> + i^ L+itH'iL') ^ Bü{v+ ^ L) und also 

wenn in dieser Formel nur y als veränderliche positive ganze Zahl be- 
trachtet wird. 

47* 
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Setzen wir nuo ay + a'J = a und Äy + J'J s= 0^ woraus rück- 
wärts folgt 

5. aß — ba j b'a — a' ß 

^ = —Ti — 1-r und y = — 7; — r-^ , 

ab' — ba' ' ab* — ba' ' 

SO sieht mau, dafs alle vier Zahlen a, ß, 7, 8 als ganze Zahlen betrachtet 

werden können, wenn 

1. ab'— 6 a' = +1 
ist. Dann aber ist 

g LS = +(aß_ia), y = ±(ft'a— a'ß), und rückwärts 
\a = ay + a'Sy ß = by+b'S. 
Die Gleichung (1.) läfst sich aber immer befriedigen, wenn a und bj wie 
wir jetzt vorausselzen, Primzahlen zu einander sind. 

Sehen wir nun auch 8 als veränderlich au, indem wir ihm der Reihe 
nach die Werlhe (5=0, 1, 2, 3, ....(n — 1) beilegen, so bekommen a und 
ß der Reihe nach dieselben, auf alle mögliche Arten mit einander zu ver- 
bindenden Werthe, und es ist also 

Statt in dem Ausdrucke auf der rechten Seite die eben genannten Werthe vou 
a und ß zu verbinden, kann man auch die Werthe a=^0, +1, +2, .•. 
... ±\{n — l) mit ß = 0; ±1, ±2, ±3, .... ±i(n— 1) verbinden. Be- 
rücksichtigt man aufserdem die Formel (1.) §• 160., so hat man endlich 

. . . sn ^t? H — - — Jbj • 

Setzt man nun 

2a'L 

H 

und vergleicht die gefundene Formel mit der Formel für sni? $.290», so 
sehen wir einen hohen Grad der Uebereinstimmung, welcher es möglich 
macht, aus den Formeln §• 290. überhaupt auf die umgekehrten Formeln za 
schliefsen. Man mufs in den dortigen Formeln K statt k, K' statt k\ k statt Kj 
k' statt K\ a' statt a, a statt by also m statt a>, t> statt u und n%i statt v 
setzen ; dann verwandeln sie sich dadurch in die umgekehrten Formeln, wenn 
man aufserdem ( — 1)^^'*~*'^sn(itf/) statt snr^ cn(nii) statt cnr^ dn(itti)statt dnt? 
und ( — l)^^'*'''^tn(nti) statt tnr setzt. Zu demselben Resultate fährt auch 
die Betrachtung der übrigen Modularfunctionen^ nur tritt in Beziehung auf 
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den Mohiplicator ß' bei dieser neuen Substitation ein bemerkenswerUier 
Umstand ein, nämlieb, dafs, wenn man v als das gegebene und nu 
als das daraus hergeleitete Argument ansieht, und also nti = fx\v setzt, 
nicht (JL% sondern ( — i)^^'"'^K ia' aus dem Muttiplicator (i durch die an- 
gegebene Uebertragung wird. Aus diesem Grunde verwandelt sich sn& 
in ( — l)^^"'"*\sn(nfi), tut? in ( — l)*^'*"'*\tn(nti), aber cnt? in cn(nii) und 
dnr in dn(nfi). Werden die Gleichungen 

nu = (j!,\v und v =? (i.u 
mit einander verbunden, so erhält man 

(i.fx' = n; 
wie schon in $. 893. auf einem andern Wege gefunden worden ist. Hier- 
nach können nun nicht blofs aus den Formeln $.890., sondern auch aus 
denen S« 891. und 898. ebensoviele neue Formeln auf die einfachste Weise 
hergeleitet werden, und es müssen diese neuen Formeln als die Umkeh- 
rungen der früheren angesehen werden. 

Ein bemerkenswerther besonderer Fall ist der^ wenn man in dem 
Ausdrucke 

n 

a = und 6=1 setzt; dann reducirt sich die Gleichung (1.) auf — ba' 
z=z — 1 oder a' = 1. Die beiden Substitutionen nten Grades heifsen ein^ 
fache Substitutionen dieses Grades, und es wird der Mühe werth sein, die 
sich darauf beziehenden Formeln in einiger Vollständigkeit aufzustellen. 

§. 895. 

Die erste einfache Substitution »ites Grades für ein ungerades n. 

Es seien. X, K, Zi, L' wieder die zu den Moduln k^ k\ Kj K^ 
gehörigen Modularquadranten. Ferner sei zur Abkürzung 

I. a = — : 

n 

alsdann ist in den Formeln S* 290 — 893. oa = 2ai zu setzen. Hiernach 
erhalten wir in imaginären Formen: 

- ^ Ni(n— i) / 8n2a/.8n4fl#.8n6ai....8n(n-~l)a<' y 

'^ "^^ ^"" ^ Vsnc2a/.snc4a2.snc6ai....8nc(n — 1)«/' ' 

K = Ä"(suc2ai.snc4ai.snc6fli....snc(ii — l)Äi)*r 



K' = 



(dn2ai.dn4a».dn6ait»«.dn(u — l)ai)*^ 
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— i \ ^ \ ^ I ^ . 2 

('• — ^-r gnc4«t "*■ sneSai "^ snctQa»***" "*" 8dc2(«— l)ai' 

(_l)»('-»)f4 =s l + 2do4ai + 2dn8«i + 2dnl2«i.... + 2dn2(n-l)a«. 
-^ c= lsDc4at + 28oc8at + 2sncl2at....+2snc2(n>-l)at, 

(—1)«"-»).^ = l+2cn4«» + 2cn8«« + 2cnl2iii.... + 2cn2(n— 1)«», 

ii 

A> _ . , 2 , 2 , 2 , 2 

*'""*"'" cn4«i T" cnSat "'* cnl2ai "••"r cn2(«— l)ar 

/__1\*(>i-l) Zt 1_l. ?_ I. ^ „k ^ -L - ^ 

^ *; • jt' — *T jn4„,- -r du8ai ^ diil2ai "••^ dn2(M— I;a«* 

Läfst man die imagiuäre Form fallea, so .erhält man in reeller Form die Formeln 

j / 8n'2o. gn*4o. sn^Go.... ga^(n~l)o \ •__ /sn' 2o sn^ 4a gn^6a . . . . so^ (»— 1) <A • 

'^ Vsnc'2a.8DC'4a.8nc'6a....sac'(»-l)a/ ""Vsn'a 8n'3a8n'do....8ii'(n-t)a/ * 

« X ^ ^ -- 

(dii'2o.dn'4o.dn'6o....dn'(»— l)a))«' 

4. V"sBA;'(8oc'2asnc'4a-8nc'6<i....8nc^(n — 1)«)* 
= *'" (sn'fl 8n'3 a an' 5a. . . . 8u'(n — 2)«)*; 

(i t= l + 2dn'4a + 2dn'8ii + 2dn'12a ^2dB'2(n—t)a, 

(^^) "~ 'f* *= 1 + izzrrz + .„«< B « "H o„<^io<. • • • • + 



snc'4a ~ 8oc'8o • 8nc' 12o * * * * ^ Bne'2(H—i)a » 
^_..2.2. 2 . 2 



— * "T" .in/A« T j„/e"r T "jIJ^o- •••• + 



* ^ dn'4o ^ dn'8o ^ da'12a ""^ dn'2(«— l)a ' 

(_l)»(»-i).f^ _ j . _2 _ , 2 2 2 

^ *'' •* *T cn'4o ^ cii'8« T^ cn'12a ""^ cn'2(n-I)o » 

^ = l + 2cn'4fl + 2cu'8a + 2cn'12a....+2cn'2(n— l)a, 

(_1)«»-') > — i+2snc'4«+28nc'8a+28nc'12a....+2snc'2(ii— l)a. 



Der Formel (2.) gemäfs ist jtt > 1 , und der Formel (4.) gemäfs V< k"; am 

so mehr ist K'^k' und also /x.^Ar. 

Die sechs letzten Formeln lassen sich noch einfacher darstellen. 

Es ist Bü'(7K—u) — sn'«, cn'(2K'— «) = — cn'ii, und dn'(2JK'— t«) 

= dn'fi. Da nun '2nas=2K' ist, so haben vfk 
sn'(2(n— a)«) — +sn'2aa und 8nc'(2(n— a)«) s= — 8nc'2aa==— sn'(n-2a)«, 
cn'(2(»— a)a) = — cn'2oea - cnc'(2(n— a)a)= +cnc'2aaEs.-{.cn'(ii-2a)a, 
dn'(2 (n—a» = + dn'2aa - dnc'(2(ii— a)«) = + dnc'2a« a= + du'(ii-2a)a. 

Benutzen wir diese Formeln und setzen aufserdem zur Abkürzung 
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80 Terwandeln sich die erwäboteo sechs Formelu in 

5. (i = l+2da'2a + 2do'4a + 2dn'6a + .... + 2du'(n— l)a. 



6. 



7. 



S. 



9. 



^ soVa sn'Sa ' sn'öa Bn'7a 
A^ _ , 2 . 2 . 2 



• • • • ""j" 



—2» 



* ^dn'2a^ dn'4aT^dn'6a 

Xu 2 2,2 
— — 1 



• •• • •?" 



8I|'(W— 2)c 

2 



+ «'» 



dn'(n— l)c' 

1 — 2» , 
»»« + /.. o.^ + V, 



T* ane'a 8ne'3a ' cne'5a "" ' cnc'(« — 2)a 



^ 1— 2cn'2a + 2cn'4<i — 2cn'6a.... + 2vcn'(n— 0«, 

10. ^ = 2sn'<i— 2sn'3a + 2sn'5«.... — 2vsn'(n— 2)a + v. 
Die Ausdröcke der Modularqoadranten siud, wie vorher, 

L = lA.K, U SS ^K, also 



n 

II. 27 — «'j^ 



Nehmen wir ferner ein Argument = ft.» nod beziehen alle Modnlar- 
fouctioneu dieses Arguments auf den Modul A., alle übrigen Modularfunctio- 
nen hingegen auf den kleineren Modul k, und also auf den Modul k'^ wenn 
der conjugirte zu nehmen ist, so haben wir in imaginären Formen: 



lt. 



/ //*"\ /sn(«-f-2a«).sn(tt + 4«»)....sn(«4-(» — 

rVX/ * \sn(t( — 2at).sn(ti — 4<tt)....sn(ti — (n — 

l/X'h'X /cn(ttH-2fli).cn(ii+4a»)««««cn(ti + (« — 

r VAft'"/ \cu(tf — 2at).cn(u — 4at)....cn(« — (n — 

__ l(X'\ j /dn(«4*2a«)«*l'>('* + *'»«)«««'dn(ti + (n — 
^°*' - VVl^/ •**"** •\^dn(t*—2«i).dn(«— 4«) ....dn(«— (n— 

— //if'v /tn(u + 2a«)«tn(t#+4ai)....tn(i#+(n — 

i^*"** - y V-Fi • *°** • ^tn (t#— 2ai)-tn(«— 4«») .... tn (« — (n — 



ai)\ 

«0/ 



Da 



sn 



. gn*o-f-tP^*6 



CD(a + dt)CU(a — 6t) = -5 r ;t-^, 



dn« a — fc'» an'» Ä 



dD(0 + df)dD(a — 4i) =5 . , , ,,, 
tD(a + 6i) tD(a — ftf) = . , ,,,/, 7: 



und 



^b 



13. 
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ist, 80 haben wir in reeller Form 

' J(l£\ , (8n^ii + tn^»2a)(sD»u + tn^Mg),>,,(8D»u + tn^MH— l)a) 

I cn V — y (^Xä^; cnii. (i— cii'»acn»w)(l-cu'»3a.cn^u) .••. (l— cn'Mw— 2)acnu) 



r U'V ^^* (1— 8n'»2adn«M)(l— 8n'»4adn«w)....(l— 811'Mw— l)adn*w) ' 

tn t? Ä l/^— ^ tu (tn«u+sn^^2a)(tü«n+8n^Mg)>,,,(tn»f4 + 8n^«(n— l)g ) 

rV A/ *'*Cl+Ä'»sa'*2atn»w)(l+*'«8n'»4atiiM0....(l4.*'»8n'»(«— l)fl 



a tu* u) * 



Weiter haben wir in imaginärer Form die Formel 



i_«„r - i/^J^Vi «n..^ /(l-sn(i/ + 4öi))(l-sn(ii+8«i))...(1.8n(w+2(n-l)aO)\ 



cnw, dn(M + 2iÄ') = 



Da aber sn{u±2iK) = snu, cn(M + 2fJK0 = 
— dni^^ tn(w + 2iÄ') = — tnw, also auch 

sn(w+2(n— a)fli) = Hn{u—2oLat), cn(w+2(ii- 

dn(i# + 2(ii — a)ai) = — dn(M- 

Hü{u — 2(ii — cL)at) = sn(u+2aaiX cn(w — 2(n- 

' dn(w— 2(n — a)at) s= — dn(w + 2aÄi), 
und endlich 

tn(tt + 2(»— a)aO = — tn(w— 2aöi) und tn(i# — 2(n— a)aO = --tn(ii4-2aai) 
ist, so lä£st sich die vorige Formel also darstellen: 



•a)at) = — cn(w — 2a€it)> 
-2aai), 

-a)at) = — cn (tt 4-2a oi), 



14, 1 — snr == 



Ebenso ist 



SD 



/(l— sn(M+2<M))(l— sn(M+4<ii))....(l— sn(«+(n— 1)«0)\ 
"^ • U* — sn («— 2ai)) (1— sn («— 4ai)) .. . . ( I— sn (a— (»— 1)«))/ 



2ai)) (1— sn (n— 4<ii)) .. . . ( l— sn 
15. 1 +snr ^ 



KU'» >">*"*■ °"^V(l+8n(M— 2ai))(l + 8n(t«— 4«i))....(l+sn(u-(n— l)aOy* 



y(^)(i-*«"")-( 



16. 1 — Xsuo = 
(1 — Ä8n(M+2ai))(l — A sn (tf +4at)) ....(1 — A8n(ti4-(n 
(t — Arsn (« — 2 «t)) (1 — Arsn («—4«»)) .... (1 — Arsn (« — (» 

17. 






i//^Vl+Äsn«) Al + *sn(«+2«»))(l+*8n(w+4«t))....(l+*sn(« + (n— 1)«))\ 
y Vi-y^ T^ ^' V^Ci + ÄsuCa— 2«i))(l+*sn(a~4<it))....(l+AsD(M--(n— 1)0»))/ 
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18. 1 — cn» SÄ 



i/f^Vl euü) /(>+cn(u+2«i))(l— co(«+4«0)....(l— vcn(t«+(n- 
iKkA "^VO + cdCm— 2«))(!— cn(u-4«))....(I— vcn(a-(n- 



iO 



19. l-f-CD0 s=s 

i/l'^lVi + cnu^ /(l--cn(t«+2«))(l+cn(t#+4ai))....(l+vcii («+(«— 
}/\lA "T ^'^Ci— cn(a— 2«t))(l + cn(M— 4fli))....(l+ifcii(M— (»— 

«0. 1 — dn» = 

/(l + dn(tt+2«))(l— dn(«+4«))....(l— vdn(t«+(«— 
""^ \(l + dD(u— 2ai))(l— du(i*— 4«))....(t— vdn(u-(»— 

21. 1 + dnv s= 

,/rAVi4-dnu>. /Cl--dn(u+2fli))(l+dn(i#+4«))....(l+vdn(t«+(n-. 
V^t->'^*T"""'>'-\^(;i_Jn(u— 2ai))(l+do(t*— 4at))....(l+vdn(a-(»— 

28. -j^snp=8na4-snCtt+2«i) + sn(u+4ai).... + Bn(tt + (n — l)ai) 

4-sn(tt — 2ai) + 8n(t« — ^at)....-{-Bo(u — (n — l)aO, 

1 . 1 



)«0)\ 
)«0 V ' 



)«0 V ' 



)«o)r 



)«IA 

)«) V ' 



*3. — - == —Z + .«/,, I o^;x + aM/'.._L.A^;\ •••• + 



80«; Süll ^^ sn(fi-f-2ai) ' 8u(fi-f-4iii) ' 8n(ii-{-(^*^l)A0 



8d(ii— 2ai) ' 8ii(fi — 4«) ' 8n(u — (w— !)«•)' 

Ol *> 1-^1 i I i MM 



ik' *cn«; cnii cii(f4-f-2ajj ■ cn(u+4ai) "^ ■ cn(ii+(n— l)ai) 



CD(ti+2iii) ' cn(ti— 4at) ■ ' "^ cn(w — (m— l)at)' 

25. i^. -^ cnr = cnw— cn(w+2at) + cn(u+M) 1- ... + vcn(ti + (ii — l)ai) 

— cd(ii — 2at)+cn(tt— 4af) [-...-^vcnQu — (n — l)at), 

M. i^.(xdnr = dnii— dn(u+2at) + dn(tt+4ai) !-•••• +i^*do(y+(ii—l)aO 

— do(ii — 2aJ) + dn(ii+4at) — H**'' + i^*dn(tf~(ii— l}aO, 

— tu(tt— 2ai) + tn(u-4at) — + ...+vtn(u— (II— l)aO, 

«8. (^ysn't? = su*u + so*(ti+2atO + «D^(u+4aO.... + sn'(ti+(ii-l)aO , 

+ sn^ (ti — 2at) + sn^ (ii— 4flt) .. . . + sn^ (u — (n — i)m) 

fiir «^ = tn''2a + in''4a+tn''6a.... + tn'^(ii— 1)0. 

Dividirt man (15.) darch (14.) and nimmt auf beiden Seiten die natör» 
lieben Logarithmen , so bat mau 

CreUe*i Journal f. d. M. Bd.XXy. Heft 4. 48 
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Sainfi + £am(ii + 2tft)+£Äin(ti+4at)+-..+2Äin(ii+(n— I)ai) 

-|-ü^am(ti — 2ai)+iam(u — 4tft) + -**+f awC«*— C^— *)öOv 
oder auch 

imnv s= !^aQiti + 2!?arcsiQ(dD'2a8iiti) + 2.^arc8in(dQ'4asou)... 

••. + 2!?arc8in(dn^(ii — l)a»8Dti). 

dv 

Moltiplicirt man die Gleicbaug (24.) mit — = du und integrirt dieselbei 

so erhält man 

30. i/.amr := 

amii — am(w4-2af) + am(ii+4at) — am^ti + 6af)....4'V<un(ii+(^ — 0^0 
— am(u — 2ai)+hm(u — 4ai) — am(tf — 6ai).... + vBm(u — (n — l)ai) 
oder 

v.amr = amu-2arctDg(^-j^)+2arcing(^^ 

+ 2 i/arc tang ( — ,^^ .. ) 

■ ® \8nc'(w— l)a/ 

oder auch 

M,r = 2arcl»ng(.i^)-2arc tag (^+2arc tang (^^^9-+... 

2yarctaiig(^^,^^+vami». 

E« bedarf der Erinnerung nicht, da& auch die Formeln (14. bis 88.) leicht 
in reellen Formen dargestellt werden können. 

S. 29& 

Die zweit« einfache und umgekelirte Substitution itten Grades für ein ungerades n. 

So wie durch die Formeln S« 295. die Modularfunctionen des Argu- 
mentes V mit dem Modul K auf Modularfunctionen des Argumentes u mit 
dem kleineren Modul k zurflckgefflhrt werden, so lassen sich nmgekehrt, 
ohne das Verhältnifs v s=i (i.u zu ändern, die auf den Modul k bezogenen 
Modularfunctionen des Arguments nu durch Modularfunctionen von v mit 
dem Modul K ausdrficken. 

Setzen wir zur Abkürzung 

1. 6 = — , 

n ' 

SO haben wir, wenn wir auch alle Modularfunctionen der Vielfachen von 
b auf den Modul K beziehen, nach $.294. auf der Stelle die Formeln 



•••' 
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o uf sz — /w»2ftro4ftwi6ft....Bo(n— Ij^Y 

* *^ f* *^ \tnb aa3bnk5b.,,,Ba(n—2)bJ * 

3. A SB A."(8nft8n3dBD5&....8o(n~2)ft)% 
4 t/ __ *^" 

(du26dn46dii6»....da(ii—i)»)« * 

Werden diese Formeln mit den Formeln (i. bis 4.) $. S96. vergUcheu, so 
siebt man, dafs noeb eine andere Cebertragong möglieb ist, wobei man K 
mit Ar', K* mit k, also « mit b und ft mit fi/ vertaasebt. HIernaeb rer- 
wandeln sieb die Formeln (6. bis 11.) (.896., wenn wieder v s (— l)»«-') 
gesetzt wird, in 

5. n' SS l+2dn3ft+2dn4d+2dn66....+2dn(ii— 1)», 

2 2 2 2v 

7 il^ — <a.2.2,2, , 2 

A' — *''"dC2T"*"d;r4*"*'diJ5^'^*"*'''dn(«-l)*» 

g i!> -_ _2 2 . 2 , 2» , 

9. ^ "= I~2cn26+2cn46— 2cn66H ...+2vcn(n— 1)6, 

10. ^ = 2snft~28n3ft + 28n56 — !-••••— 2 vsn(n—2)ft+v, 

11. Ef = m'.L', -K = -^.i;, Y = n.^. 

Aulserdem baben wir 

ifi .„i'-«^_^/^*"^ „.„ /'sn(2* + t»).(8n(4*+»)....8n((i»— 1)*+»)\ 

1«. 8n(nf«)- y(,T;-*"*'\s„(2*-r).(sn(4»-r)....8n((n-l)*-r);' 

16. tn(n«)= y^^J. ta«'.\^t„(2>~r).tn(4«-r)....to((»~l)*+r);- 
Statt der Formeln (14. bis 19.) S. 295. baben wir ndn 

16. l-^v.snCn«) sss 



!j))(l-.Bn(»— 4*)). 

17. l+v.8n(nM) SS 
ui(v+2«))(l+an(«-)-46)) 
IHÖ>— 2*)) (1+ TO(r— 4*)) 
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18. 1 — cu(nti) = 

if'r^ ri-on«^ /(l + cn(o+26))(l-cu(c+46))....(l— vcn(r+(n-l)*))\ 
FV*;*^* '^■"'-'•\^(14.cn(»_2J))(l— cn(p— 44))....(1— vcn(»— (ii-l)*))/ 

19. 1+cq(ii«) =3 

i/^i"^ ria.nn«>> /(l-c"(»+2*))(l+cn(p+4i))....(l+vcii(»+(»-l)i))\ 
rV*>'-^*'rcn«'>^(l_cn(»— 2»))(l+cn(i>— 46)).. . (l + von(»— (n-1)*))/ 

20. l—dn (nti) = 

i/rA'i rt-d„«^ /(l-dn(r+26))(l-.do(p+4*))....(l-dn(r+(n-l)*))\ 

81. l + da(nt() = 
i/r*^ ^Xdn«^ /(l+dn(«'+2*))(l+dn(r+46))....(l + d«(p+(n-.l)i))\ 
rU">'-^*f'""'>'\(l+dn(»—2i))(I+dn(o-4i))....(l + do(c— («—!)*))/ 

22. 1— v^ SD (nu) = 

i/r*l^ /l-x«««'» Al+^8n(»+26)Xl-^8ii(p+44))....(l-v\8ii(»+(n-l)6))\ 
r VW-«'* '^""»'^ • \(^i +\8n(»— 2i))(l— \sn(i>— 4*)) .. . . (1— v \sii(e— (n-l)6))y ' 

23. l+vA;sii(»ti) = 

i/Ä na.x«..«^ /(l-?^«"'(«'+2*))(l+^sn(r+4ft))....(l+v\sn(p+(i»-l»)\ 
r U'-/' ^*"*''^™ ^'^ • y(l_\sn(»— 2ft)Xl +K8n(w— 4*)) ....(1 + v7i8u(t>— (»i-l)*)V • 
Ferner erbalten wir noch 

24. -^.an(nu)ssaav — an (p+2*) + an (t>+4*) |-....+vsu(»+(n-l)*) 



26. 



— sn (v—2b) + an (»—4*) 

an{nu) sn» 8n(i5-}-2J) 'sn («+**) ~"** 8n(w-f-(« — 1)ä) 



_J , i . j V 

(i>-2*)"'"8o(t'— 4*) '^"••••~8ii(»— («— 1)4)» 



fift ■*!„/ » ! L__ 4. * L j r__ 

***• i'»* •cii(na)"'cn« cn(t;+2*)^cn(i;4-4*) ^ ' ** * ^^ cn(»+(«— 1)*) 

1 . t , , » 

cn{v—2b)'^ea(v-U) "^ " " * '^cu(«— (»— !)*)♦ 

27. T-ft'.cn(n«) = cn» — cn(ü4-2o)+cn(»+4*) !-•••• +vcu(»+(ii— 1)3) 

— cn(i> — 2J)+cn(p — 4*) f- .... 4-vcu(f — (n — 1)*), 

28. ^ft'.tn(ntt)=lni> + tn(p + 2*)4-tn(t> + 4*) + (. tn(»+(n— 1)4) 

+ tn(p— 2ft) + tn(p— 44)+ f-tn(»— (»— 1)4), 

82. (»'.du(ntt)=sdnp + dn(r + 24) + d(i(P+44)+....+dn(r + (M— 1)4) 

+ dn(p—2ft)+dn(»— 44) + .... + dn(p— (11—1)4), 



2* 



• • • 



• • • 



Neunzehnter ÄhtehnitU §. 297. 373 

= sn»ü + 8n»(t> + 2i) + 8n'(»+4i) + .... + 8D»(»+(ii— l)i) 
+ Bii*(»— 2*) + 8u^(o— 4*) 4- . • . . + 8n'(»— (n-1)*) 

für • = 8n»2* + 8H'4*+sn'6i + . |-8n'(n— 1)6. 

Dividirt man die Gleichuug (17.) durch (16.), zieht aaf beiden Seiten die 
Quadratwurzel aus, und nimmt die natärlichen Logarithmen auf beiden Sei- 
ten, so erhält man. 

31. v.!?am(nti) 

= Jam»— ?am(p + 2ft) + Jam(»-|-4*) \- .,..'\-v.i9m{v-{-{n—\)b) 

— Jam(r— 2*) + Jam(e--4*) — |-....+v.Jam(p— («— l)i), 
oder 

Multiplicirt mao die Gleichung (29.) mit ^^ = dv und integrirt sie, so 
erhält man ^ 

32. am(nti)s=:amr + ani(ü+26) + <un(t'+4d)+....+ani(r+(ii — \)b) 

+ aoi(r — 2d) + am(r— 46)4-««*«+ani(r — (» — 1)4), 
oder 

am(iiti) = am& + 2arc(ang(du2d.tQti) + ^arctaug(dn46.tnti)+«** 

...^2wtc tang(dn (n - 1) 6. tn u). 

%. 297. 

üie Formeln %. 296. stehen im engsten Zusammenhange mit den 
Formeln $. 295. Jene drucken Functionen des Arguments nu mit dem Mo- 
dul k aus durch Functionen des Arguments r mit dem gröüseren Modul A. ; 
diese hingegen drucken die Functionen des Arguments v mit demselben 
Modul \ ans durch Functionen des Arguments u. Insofern ersehenen die 
dnen als die umgekehrten der anderen. 

Eliminirt man die Functionen des Arguments v^ so erhält man For- 
meln, welche die Functionen des Arguments nu mit dem Modul k aus- 
drucken durch Functionen des Arguments u mit demselben Modul k; daher 
erscheint auch die eine 'Substitution als eine Ergänzung der andern zur 
Vervielfältigung des Arguments. Insofern sind die Formeln S. 295. und 
S. 296. als zu einem Systeme gehörig anzusehen. 
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Man erhält aber noch leicht ein zweites solches System von eben 
HO vielen Formeln, wenn man statt der Gmndgröfsen 

a s= — und 6 SS — die Grundgröben a = — und 6 = — nimmt. 

welches darauf hinauslftuft, daCs man die Moduln k und K nun mit K und k 
bezeichnet, zugleich aber die Zeichen u und v mit einander vertauscht 
Es versteht sich von selbst, dafs gleichzeitig K mit L und K' mit L^ ver- 
tauscht werden müssen; die Zeichen der Multiplicatoreu (i und |x' = — 

können beibehalten werden. Nehmen wir aber an, dafr u, k, k', K und 
K' dieselben Bedeutungen haben, wie vorhin, so haben \, K\ L, L^, jüc, (i/ 
und V andere Bedeutungen als in den Formeln des vorigen Systems. Es 
ist nun 

1. ti=: (i.v=i^.v, wenn wieder (i.ii/^ssn gesetzt wird; 



2L' 41/ 61/ n—1 ^y 

sn — .SU — .80 — .... SU L/ 

^ .nun n 




5L' n— 2 ,, 

— . • • • sn L' 

n n 



mit dem Modul V; 



2JC *K 6K n-l «V 

n • 80 • 80 . .. • 80 A I 

3. ^' = I —^ ^ ^ ;j^— mit dem Modal *; 

8n • 80 — • 80 • • • • 80 Jl I 

n n n n / 

4. A'ssVlsn — »sn — .sn — ...»sn^^^ L') mit dem Modul V; 

\ n n n n / ' 

5. k^j-^^-jjj-^ ^^__^ mit dem Modul V; 

Ido — dn — do .... do 1/] 

\ n n n n / 

6. Tv.' = -7 — ölP — TW — aP T ~i — o- >»5' ^®™ Modul A; 

/, 2Jl j 4a j DA j n— l -A* 

( do — da — da .... da a ) 

\ n n n n / 

7. 7^ sz: A" ( 80 -TT sn -TT- sn — .... sn -^^^ Äj mit dem Modul Ar. 

V 2 2 n n y 

Dieser letzten Gleichung gemäfs ist KK.k% und es nähert sich also K desto 
mehr der Grenze Null, je gröfser «die ganze Zahl genommen wird. 

Nehmen wir die angezeigte Veränderung mit den Formeln (18.) 
S. t95. vor und beachten , daüs nun K^sa.L* und K^ ss ft — also — 

=s — ist, so erhalten wir Formeln, welche sich leicht also darstellen lassen : 
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sn 



1 f ■»•-U 






iV /i 




u 



....\l 






SO' 



• • • • 



8U 



,(w-i)tJir' 



(mod. \), 



• • • • 



^ / 



II / 



sn* — 



I 



806* 



(n-l)tJir' 



(inod.\), 



wenn man zur Abkürzung setzt: 

...(i—K^an''^-^iL\Bü^v) (mod. K) 



oder 



^= f-;^)f~;;%) -{'-uMie] ^"^^• 



^) 







oder AQch 



Bn* — 1 1 sn* 1 I sn* ^ — 

II /\ II / \ II 

Wird nun n uneudiieb grofs genommen^ wodurch der Modul K=^Oy abo 
X = ^;r wird, so wird der Gleicbung K = ilL gemäfs — := -^z=zr\^ 

SM— = sjni)ti, cn— = eosy^u, dn — = 1, sn s=s sin(a»jtii') = 

• (5tn(aijlfO? ^^^~7r ~ ^^~ijr ~ c<>s(*^*^0 = €oö(aijJSr'); daber 
haben wir 

1 . /. , 8in»i?w \A , 8iu*i7M \A , sin*i7fi \ 



1? 

snu = — 



cnu = 



*-■ ÖSFWIPA* -l^sM^^A* 



(^9i*&nK'J"" 
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dnu = 






Diese oBeodlichen Prodocte stuueo aber nit den Fonndo (S, 7, 8.) S. IM. 
völlig äbereiiL 

Aof ähoUcbe Weise lassen mch die Hodnlarfunctionen als nnendliehe 
Reiben darstellen, indem man sie anf ttodnlarfnnctionen mit dem Modul 
Kuli, d. L auf Potenzialfonctionen surudLfubrL 

S. 298. 

Uaifonaoiig der ModuUir- Integrale von der ersten Art durch Substitution nlen Gnuies, 

wenn n eine ungerade ganse Zahl ist. 

M ultiplicirt man die Gleicbung (tS.) S. S96. mit ifc' und subtrahirt 
dann jede Seite von m^ so erhalt num 

n — \'jx*sn'r = n — fi^+fi^ dn'r = 

d.'»+d.'(.+H^')+d.'(«+^).... + d.'{. + i!=i^)-2*'/' 

and hierin ist f = ta« — + to« — + tD''-— + .... +in'»^!^ Ä'. 

II II M II 

Diese Gleichung kann noch einfacher dargestellt werden. Den Formeln 
(19.) 9. 895. gemals ist dnü = för dnu = 0. Da nun dn(K+iK') = O 
und dü^u-^K+iK^ ssiik'tnu ist, so erhalten wir, wenn wir u^^K-^iK' 
setzen^ die Gleichung 

wenn wir zur Abkürzung 

1. ^ = an'' — + sn'^— + 8n'»— .... + sn'^?^iB:' (mod. ifc') 
setzen; folglich redncirt sich die vorige Gleichnng anf 

-?A-'V+dn'«+dn'(u+^) + dn»(i. + ^).... + dn'(i»+^5=:^) 

+dn'(„^2J^)xdn'(«--l^)... + dn'(u-Ö!::^'). 

Wird diese Gleicbung mit — = du muUipiicirt und integrirt, so er* 
giebt si 
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Bierdurch ist bereits die Function elr mit dem Modul K auf Functionen 
mit dem kleineren Modul k zurückgeführt. Es sei elv^zF, wenn r=s£r 
genommen wird, so wie ein = £7 för u = K. Werden die Moduln mit den 



coujugirten vertauscht, so verwaudelu sich F in E^ und E in E\ Setzen 
wir nun ti s=^ JST^ also r = X/, und beachten die Formel 

el(K+ü) + e\{K — u) = 2E, 
60 verwandelt sich die Gleichung (2.) in 

3. fA.F = —2k'\s\K + n.E. 

Da aufserdem v=^ß»u und L^=^ii.K, also jr ^=^ ^ ^^^^ ^^ verwandelt 
sich die vorige Gleichung, wenn sie hiermit multiplicirl wird, in 

F E 

und wird diese Gleichung von der Gleichung (2.) subtrahirt, so entsteht 

4. ii(elv — "27 V ^^ 

+e.(u-^) + e.(«-iye).... + e.(«-<=^). 

Da el(a+*) + el(a — Ä) = 2ela — Ar^ su a sn 6 (sn(a-f- 6) — sn(a — b)) ist, so 
kann die vorige Gleichung auch also dargestellt werden: 



£ \ . r^.o ^ j_ .1 n , n 



n(elti— j^ti)+2&^sua^cntidnfi| ^jg} H 



1— sn'» dn» u 1— sn'* --^ dn* u 

n n 

an'» ^^ JT' 
j » 

• • • •f" — — — ^— 



• • • 



1— gn'»^^Jir'.dn*u 
n 

Wir stellen denselben Ausdruck noch auf eine andere Art dar. Eb ist 
zunächst 

CreUe*s Journal f. d. M. Bd. XXY. Heft 4. 49 
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(d-^') = 



^(dii— ^)— 2H»ai»iiJ 






l^ft«a*— — a*« 1— ft*a*— — a* 

»—1 



+ — i=i — 



Em yi ^tm km^=^iK' ^ ' ' 



.(i*_==l,X<) -(if) 



«. c(«tr-^»)— .(«I— 1»)+ "'*''**^ + 



3TF 






«*~^{JP 



Aw der Gleiehn« (S.) leüea wir räe GtekAug her, wdcbe die eoa- 

jagirteB Qndraalea beirifL Mulliplicireii wir dieselbe out » — s= f, so 

erfcahea wir nniclist 

nL'F =. ^2krf,KK'-{-n.BK'. 
ü» aber nach Legatare» Satee EK'-^BfKf—KK'^FL'-^T'L—M/ 
ss^s-, also auch 

nFL'+nF^L^mLL' » »£J['+ »£'£—»«:£' 
ist, so erhalleo wir dardi Sobtracfioo 

uL(L'^FO = (— 2*«*'+»)Äir'— nE'Ä:, 
■ad wird diese Gleichung dorch L ^fk.K dtfidiit, so entsteht 

Nach f. ttO. ist (ur K = •Ä' das AigOMOt p s «•!«% also ist amdk 
tb u = 2iK*, V — 2niL'. 

Setxen wir nno in der Foraid (t.) wirklich u = 2iK', also 
VB2»tI/, und beachten, daTs el(2t£') = 2t(X'— ü^'), el(2iMX') = 
2st(i/— ^), ferner a{2iK'-^ u) + el{2iK'—u) ^ 4i(ßP^B^ ist, soisl 

ft.2«»(^'— ^) = — 2*"#'.2iÄ^+2«t(#C'— ^), 
■ad wird dteae Gleichong dorch 2nl dlrifirl, so erhalten wir wie forhin 
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Wollen wir non Formeln herleiten, welehe die umgekehrten sind 
im Vergleiche mit denen f. 298. , so müssen wir von der Formel (SO.) f • 296. 
aasgehen. Multipliciren wir dieselbe mit K^ and sabtrahiren sie dann von ii, 
so erhalten wir 

11— ((i'^ + fÄ'«dn'(iiti) = 

dn'r + dn»(r + ^)+dn^(r + ^).... + dn^(r+?^L) 

wenn wieder gesetzt wird 8 =:^ sn* h sn' [- sn* — •• . • + an' ^^-— • Jj* 

Da nach Formel (14.) f. 296. dn(iiti)sO för dnr = ist, so setzen wir 
rssü+tlr', wodurch, wir, da dn(ti + JC^+«-K') = tAr'tn« ss — ^ ist, 
erhalten: 

wenn wir setzen: 

1. f = — i^ + —Lj- + _^ +....+ -^_^ („od. M 

n n n n 

und der vorige Ausdrack redacirt sich also auf 

(Ex'^dn^(«fi) = 2*+dn*r + dn^(r + ^) + dn^(r+^)... + dn'^^ 

+ dn^(r-^) + dn^(r-^)... + dn^(r-??liL). 

Multiplicirt man diese Gleichung mit -^— SS dr^ und integrirt, so entsteht 

9, (i/.el(nu) SS 
2<.r + elr + el(r+^) + el(r-|.l^)....+el(r+^L) 

+ el(.-^) + el(r~^)....+el(.-.^L), 

und hierdurch ist die Function el(nti) mit dem Modul k auf ahnliche Func- 
tionen mit dem gröfseren Modul 7^ zurfickgefahrt, welche sämmtllch reell 
sind. Da für v^siL, usÄist, also el(itti)s=njB/80 erhalten wir 

fff.n.E s 2t.L^n.F, oder auch 



3. ^if.E ^^.L^F. 



49« 
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Da it«=:/x^r ood nK = fi/.Ly also -^ = -7- '^9 ^ erhält man, wenn 

diese Gleichoog mit der vorigen multipUcirt wird, 

E F 

ood wird diese Gleicbong voo (8.) sobtrahirt, so eotsteht 

4. (i'(e\(nü) — ^f^u) = 

-n.|.r+eIr + el(r+^) + el(r+^)_ + el(r+?^L^ 

+d(,_^)+el(r-i±).... + d(,-Ü^I,). 
Da ^.nu^^+(t.jj ood nach S. 898. (t,j^.v = ^2k^9'u + ^ .nu 
ist, so ist — *j-=:2k'^s'Uf ood da v = (i.u ist, so ist eodUch 

Zosatz« Nach f. 294. köoneo aos den Formelo $.298. ood 299. 
ooch ebeosoviele oeoe Formelo hergeleitet werdeo, weoo mao A: mit Ä^ 
k' mit K\ K mit L ood K^ mit L^ yertaoscht, wobei übrigens nicht die 
GröCseo selbst, soodero im Gronde nor ihre Zeicheo vertaoscht werden. 
Uiardorch yerwaodelt sich die Formel (6.) $.298. io 

fA.^elti — x^J ^^ 

el -y-.— )+2S0— CO— do — I r^ H ^-r^j- 

^ '^ r- r- «^ Ign* 80* — «n* so* 

l ^ ^ f* f* 

7«...-^ 7 — ^jr — I (mod.\). 



1 — -. an* 






Wird 000 die Zahl n yergrölsert, also der Hodol K der Greoze NoU oabe 
gebracht, so oabert sidi — der Greoze i); feroer wird i^süs^r, 

V— ; = - = iIw> so — =:sioi)«, CO — = cosi)tf, do — = 1, ffli(^-^; 
s=t®tn(i|aÄO, »(el— — ^.— ) = 0; daher babeo wir 

was mit dem Aosdrocke eltf =-^11 + 0(1«) fibereiostiauot, weoo man 
filr £f(tf) deo ooter (4.) S« 200. aogegebeoeo Werth oimmt ood be- 
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achtet, dafo 

siiiacosa sin 2 a 



siii»a4-©mV eod2/» — C082a 



ist. 



S. bOO. 

Umrormuiig der Modularlogarithmen und der damit im Zusammenhange stehenden 
Hülfsfuuctioneu durch die obigen Substitutionen nten Grades. 

Wird die Gleichung (4.) $• 298. noch mit — ^ =: d n multiplicirt und 
integrirt, so erhält man sofort 

Imr — y-. |i?^ = 

+ ln,(«_?^) + l„(i,_l^)....+l„(«_?!d,Ä') 

-2(i.o+i»o+Le-f)...+.„<^.i.o). 

Da ferner Im w = ^ . ^ w^ + log (y=^) und ebenso Im r = y; • 1«^^ + ^og (y=^) 
ist, so ist 

E , ,,. fH...H.(.+^-^)H.(«-^-g^)...H.(«.,--^.-ir0.i«(.-^.-irO) 



log \ tt JL_^_ ü 



( 



+ _|(„>+(„+^)'+(._2^)'+...+(.+^.ir')+(«-==l.-^')' 

_,(£i£)'_5(iy^)'...._,("^i,K')'). 

Diese Formel redncirt sich aber auf 

p(.,H>(.+?y^)H>(.-?^)H,(.+l^)H,(„-i^)... 

. j, I ...hi(»+!!^«i:')hi(«— ^.JT') 

m W = VCt) (H,^|fl)H,(^)Hl(5f)....B(^.i^ 

Seteeo wir also zar Abkflrzung 
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* = BI(^)Hl(^)Hl(S^)....Hl(!^iX-) «Ur 

'■ ^, = ^,(4)^,(^)«.(4:)....^(4ikO ^"^'"' 

SO haben wir den einfacheren Aosdnick 

»• fflw-y(^)4-''W«+-i^)}. 

wenn man der Zahl a die Werthe 0, ±1, ±2, ±3, .••• ±i(n — 1) giebt^ 

«H J hier- 
nach zu bildenden Prodactes ist. 

^/ . 2atJir'\ 

Da Bl(« -h^^^-0 = y% ' —f — ^W\ ""^ ^^^ *o<* Hl(r) =s 
3>7 . — -■- wi , SO erhalten wir zunächst 



VI 



exLV 



Km jx jn'\ 1 „f^'(**+^)' 



8D 






Anfwrdem ist snr = y (-y-) • P Jan (ti + -^^^ — ^)J, und wird die vorige Glei- 
chung hiermit multiphcirt, so erhalten wir 

8. A.W = ^/(^).P{Al(.+ 2^)}. 

Benutzt man auf ähnliche Art, wie vorhin die Sinus, noch die Cosinus and 
Uifferenten, so entstehen 



nu^ 



Nach S.186. ist Hl«s« ^^'.^Vu, and ebenso ist 



711/* 



Da aber LU^^. KKf und «' «» |u'.«*, also -^ = ^ ist, so ist 

TfllU* 

Werden diese Werthe benutzt, und hiernach alle in der Formel (8.) ent- 
haltenen cyklischen Hulfsfunctionen in hyperbolische mit dem coigugirten 
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Modul umgesetzt, so erbftit man nach eioigen leichten Reductionen, wenn 
man zur Abkürzung 

6 « J8I'(ii£).SöJ'(i^).löl'(«^)....©l'(?»^,-K^^ oder 
^' \ =: B1'(4^).BI'(A).B1'(-^) ....Bl'C^iÄ') 
setzt, die Formel 

Beachtet mau nun, dab nach %. \W. fdVu=^ ^J^ :=i^(^.^^ 
^hf. ^-^ l8t, 80 erhält man noch 

Nach %. 191. ist 

m(a+^).HI(g~t) _ /HIoV,, «„««.„«AN 

Ferner ist Hl(«±6) = ^,^|^j, also ist 

Al(fl-hi).Al(o-») _ /Ale y,, M„J«.„«AN 

^ sn'ft 
und da — ^ . — • =-3 — r= — ; ri '**» "O w* 

AI(o4-ft).AKa-t) _ /AloNy, sn'ftN 

Hi»3 VyF/ V 8n»a/' 

Setzt man in diesen Formeln noch K — a statt a, so verwandeln sie sich in 

Gl (0+6). Gl (0—6) /GlcV ,. lA «* -« \ j 
-^,y - (^.(1— *'sn'*snc'a) und 

Bi(o4-»).BI(a--6) __ /Blay /. 8n*ft\ 

Hl»* "'VV'F/'V 8nc*a/* 



Biernach können die Fomeln (2. bis 5.) auch also dargestellt werden: 



11. 



384 ^« Qudermann, Theorie der Mod.-Futtci, und der Mod.^Iniegr* §.301. 

( ,„.2J^V 3n.*i^1f s«.^-i^1 f sn.'-L^fiC') 

lBK.')=y(^).(Bl«)^^l-^Vju~lI;^j^-lH^j•••4'--^^ 

Nach 8. 813. ist ^'^'*+^i;,?'^"~^^ = (fl^).(l-^^Wa80-g), nod da 
ferner 931'« = *. !'!!-':= i/^.^^l^ = /Ä'.?-^* ist, so ist auch 

V * sn« r « CUM ' dnii ' 
^l'(a + ft)-.&I^(a-^) _ /"^tlfV ^^l ?£* ^ 

HierDacli können die Formeln (7. bis 10.) auf älinlielie Art aingeformt wer- 
den, wie die Formeln (l.bis5.) umgeformt worden sind. Mau gelangt aber 
zu denselben Resultaten noch einfacher. Es ist, wie schon gezeigt wurde, 

Hlr = r^^'.QJl'r uud auch (Hin) = i'^^'.i^VuYi 
daher Laben wir die Gleichung: 

Hit; _ IßVv 

(Hill)» ^sbvur' 

Kbenso findet man die drei Formeln 

(Aür ~ {ZVuj''' (Bit;)« ^ {SgVnr "" (Gh/)" "(©l'ü)"' 

und ihnen gemäfs darf man in den Formeln (li.) statt Hlr^ Alv^ Glr^ BIr 
der Reihe nach setzen ^Vv, mVvj (3Vv und i^l^t?^ wenn man gleichzeitig 
statt Ulti^ Alti^ Glu und Blti der Reihe nach die Functionen f&Vu, fHVu, 
@Vu und S^Vu setzt. 

S. 301. 
Durch die vorhergehenden Formeln werden die Modular - Logaritb« 
men und cyklischeQ Hulfs-Functioneu mit dem Modul K zurückgeführt auf 
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gleiche Functioneo mit dem Modul A:, (die hyperbolischen Hulfs-Futtctionen 
mit dem Modal K' auf gleiche FoDCtioneu mit dem Modul A:^}. Wollen wir 
Formeln herleiten, welche in Bezug auf die yorsteheuden die umgekehrten 
scheinen 9 so müssen wir von den Formeln %. 899. ausgehen. MuUipli- 

ciren wir zu dem Ende die Formel (4. %. 899.) mit ^fi = dv, m er- 
halten wir 

1. lm(«i«)-|/-^l' 

= — n.^.i»' + lmp+lm(p + ^) + lm(r + ^)....+lin(»+-^L) 

+ lia(v——)-^]m(v— —).,.. ■\'lm(y—*-~-L) 
_(2Im?^ + 2lni^....+21iii'-i=ijL). 

Da nun Im(nti)— ^.^^-^ = log y-\.^ ferner lmr = 2;-i«^ +log^ ist, 
80 reducirt sich die Formel^ wenn man zur Abkörzung 

, . m(«r).HI©.H,(^)....Hl(!l^t) oder 1 

setzt, auf die einfachere: 

3. Hl(nii) = l.|^|;).Hli;.Hl(^ + t^).Hl(^+r)....Hl(^ii + t;) 

.Hl(^-r).Hl(^~r)....Hl(^ü--r). 
Hieraus folgt nun aber auf ähnliche Art, wie in 8.300. gezeigt worden ist, 

4. Al(ntt) = l.^'(^).Alr.Al^ + r).Al^+r)....Al(^L+t') 

•<T~-)-A«(^-f)....Ai(^ii-r), 
6. Bl(ntt) = l.|/(^).BIr.Blfi? + r).Bl(^ + t;)....Bl(^^L + t;) 



6. GI(nti) = l.|/(*;).GIi?.Gl(^ + r).Gl(^4-t;)....Gl(^L+i;) 

.Gl(^-r).Gl(^-r)..:.Gl(^L-r). 
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Hierdurch sind nun schon die Modular- Logarithmen ond die cjklischeo 
HQlfs- Functionen des Arguments nu mit dem Modul k auf ähnhche Func- 
tionen mit dem gröfseren Modul K zuruckgeföhrt worden. 

Es können die vorigen Formeln auch also dargestellt werden: 

■'w^=(?t)"('-**»»"v»"''')(i-*''°'t»°''')--0-*''»'"-v*^-"»'»> 

Es ist K'^a'.L' uod ä:= ^.ü, also KK'^^,LL\ und da (nuf 

SS y!^,v^ ist, so ist 

(nw)* __^ «t>* 
KK' "~ LL ' 

Da Dan ei(n«) = «~ «"' . «ör(«tt) und Hlo = « ♦^''' . Q5l'(r) ist, so fin- 
det man 

Hl(»u) _ m'{Hu) , . Al(»t«) _ %i'{nH) m(Hu) __ ^Vjnu) 

(Gl«)» "" (®I'w)"* 

Demnach darf man in den Formeln (7.) statt Hl(n«), Al(n«), Bl(nu) und 
Gl(nti) der Reihe nach setzen iBI'(nti), 3(r(nti), ^l'(nti) und ®V(nü)y 
wenn man gleichzeitig statt Hit;, Alt7> BIv und Glv der Reihe nach ^('e> 
9(l't>^ S^Vv und @l'v setzt. 

Zusatz. Nach $. 297. können nun auch die so eben entwickelten 
Formeln ihrer Zahl nach verdoppek werden. Die Formeln (11. ^ 300.) 
verwandeln sich in 




sn 


*"1 


SD* 


3iK' 
fi } 


SD* 





sn* — 



• • • 



sn*^ L — 



(mod. K')f 



• f^ I i % ^ 



?— (mod. M, 



f» 
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u 
snc* — 



• « • • 



sn 



:(-dk1 ^'^^^'^^^ 



SD 



, (n-i)iKf\ 



• • • • 



8nc* — 



(mod. K). 



(A / 



Aocb in dieseu Formeln wollen wir n unendlich uebmen, wodurch be- 
kanntlich der Modul K = wird. 



Wird nun der Modul 



KssO^ also ~ = t) gesetzt, so wird Im (— ) = ^^g"^ 5 ferner wird F = 



2/ = ^;r und (- j = (>]W)% also wird log r^=|r) ~ ^ ^^^ äIso-^s^^sI. 
Hiernach verwandelt sich die erste der vorstehenden vier Formeln in 

1. Hltl_/Ä.^l+gjj^^^,j^l + ^jj^^3^ 

Da nun aber Alti = /A.snti.Hlti^ Blti = ir Trcnti.Hlti und Glti = 

°yl,^ ist, so erbalten wir, wenn die in %. 297. für snti^ cnti und du« 
gefundenen Producte substituirt werden, die Formeln 

2. Al«==-^^.n,,«(l + ^jp3j^^^)(l + ^jjj^^)(l+^^^ 

3. Bill = yrk.cosr^u.{i-^^^—^)[\-^^-^ 



welche mit den im f. 186. gefundenen übereinstimmen. 

%. 302. 

Umformung der Modular- Integrale der zweiten Art durch Substitutionen Uten Grades^ 

wenn n eine ungerade ganze Zahl ist. 

Wählen wir aufser den durch die Gleichung & = jtA • ti mit einander 
verbundenen Argumenten u und v noch die Argumente u' und v' so, daCs 
auch r^ SS fA.ti' ist, so ist ebensowohl 

r-f-r' = fx(ti'+ti), als V — v' = jEx(ti — ti'), 

60^ 
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mitbin dürfen \vir in den sich auf die früheren Umformangen beziehenden 
Gleichungen durchweg u + u^ statt u setzen, wenn gleichzeitig v±v' statt v 
gesetzt wird. 

Hiernach erhalten wir aus der Gleichung (S. {.300.) sofort 



(a.) log 






wenn in dem Summen -Ausdruck auf der rechten Seite a die Werthe 0, 
±1» ±2, ±3, .... +i(n— 1) erhält. 

Da aber dv' = ^.a«', also ^^ = ^^ = \^.^ ist, so ist 

auch 

3 log 



"7— -^ = ^{ ; ö—nrü — •^Y 






Aus diesen beiden Gleichungen erhalten wir zusammen durch Subfraction: 

ÖIogHIe;' . , /HI(t>+t;0 

__.0_lOgy-gj^— -j^ 

■) 

oder auch 

»•M.-..«yf|^=s{H(»'+?^).«-.<*|/g;^-^}. 

Nach Formel (I. $• 208.) kann aber diese Gleichung einfacher also dar- 
gestellt werden: 

DilBerentiirt man die Formeln (6« und 4. $. 300.) logarithmisch, nachdem 
zuvor V* statt v und ti^ statt u gesetzt worden ist, und multiplicirt die 

neue Gleichung mit — : = ti^ so erhält man 

Werden diese Gleichungen mit (a.) verbunden, so erfa&lt man, den For- 
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nein (2. und 3. 8. W2.) gemäfs, 

8. 5D(r,r')=:S{©(i»,ii'+^^)}. 

Setzt man hierin noch u'i statt u' and v'i statt v', so verwandeln sich 
die drei vorigen Gieichangen in 

und die Gleichuugen v = (i,.u und v's=zfi,.u^ gelten auch nun wieder« Ohne 
das Snmmations- Zeichen sind diese Gleichuugen 

I>(ü,r') = I>(tr,ti')+/>(ti,«'+.H^)+Z>(«,tt'+^').... + D(«,tt'+!^Ä'') 

+ Z>(«,t«'-?^)+/>(ii,tt'-*i^)....+I>(«,«'-'i^K'). 
Aus Formel (4. $. 300.) folgt 

Anfserdem erhält man die Gleichungen 

£r(r').r = «{»(«'+ ^^).«}, 
and dautras, den Formeki (1. $. 303.) gem&Ts, 
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@{ii,«o+'®(«>tt'+^r)+'®("'«''+^f)'-+'®(*^*''+^^' 

+'(5(«,ii'-?^')+'e(tt,u'-^J^)....+'@(i^u'-^7iiÄ' 

©(ti,ttO+'i>(«,«'+^r)+'®(«.«'+~)....+'i>(tt,ti'+'^^ 



^ +'!D(t/,«'-?^)+'2)(«.«'-^')....+'©(«,«'-?^iü:' 

Setzt man auch in diesen Formeln u'i statt u' und o't statt v\ so erhält mao 

+ 'Ä(,f.,*'-?^')+'S(«,u'-^')....+'«(ti,u'-2=iÄ' 
+ 'C(«,ti'-?^') + 'C(«,u'-^')....+'C(tf,u'~^*JSC' 

Durch die vorsteheudeu Formeln siud die Modular - Integrale mit dem Ho- 
dui K zurückgeführt auf ähnliche Integrale mit dem Modul k, welcher klei- 
ner als A. ist. Die umgekehrten Formeln haben dieselbe Form. Man hat 
in den vorstehenden Formeln nur r statt u, v* statt yf, nu statt v, nu' 

statt v', K statt k, k statt \, — statt ^- — oder — statt — zu setzen. 
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%. 303. 

Differential- Gleichungen für den Z&hler und Nenner der Substitution iiten Grades, 

wenn n eine ungerade ganze Zahl ist. 

Setzen wir x^^^k.snu und jr=/'K.snr fOr v = fi.u, so ver«> 

wandelt sich, wie oben gezeigt worden ist, snv in j — oder X m js^j 

1 1 

wenn sich snti in r — - oder j? in — verwandelt. 

KBnu X 

Auf ähnliche Art wie in $• 164. findet sieb, dafs man setzen könne: 
oder 2m-f 1 ä n, oder auch Xss -p-, wenn man setzt: 

IIb m-l m— 2 1 

12 m 

F CS l+a«^+aa?*+....-|-a.j?''^. 



m 



Aach findet man leicht den Coefficienten a. Es ist nämlich ^j^ ==, fß^ und 
also rflckwärts 

1. a = f^yy. 

« 

Setzt man wirklich — statt x, so verwandelt sich 



ü in — r- und F in -^ 



Aus der Gleichung xss/A.snti folgt 

und aus der Gleichung Xss^K.snv folgt ebeuso 

Der ersten von den Formeln (19. $. 295.) gemäfis ist 
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V*" sn 11 (m» « - sn« ?^) (so» a - sn« ^) . . . . (sn« M - sn» ^ ÜSP) 



X = 



(~, sn* «\ (j an»« \ /, sn» u V 



uud wird dieser Ausdruck mit deu vorigeu verglicbeo, so bat man 

r = /Ä" . so « (sn' u — sn' ^) (sn' u — sn' ^-) . . . . (sn' u — sn' ^ iÄ'), 



F=s 



(, sn'w ^ /j Sil*« ' ^ /j sn*i« ' ^ 



Der Ausdruck F kommt auch in der ersteo der Formeln (11. $.300.) vor; 
daher haben wir einfacher: 

iogr = i.g(«^).-„i.g(»^). 

Da ferner nach §. 171. JTä ^K.buv = g— = -^ ist, so haben wir 

3. «^ = (w) •• (w)" ^'' *"<^'' '«S ^ - »«g(7^i^)~«-ios(FF)- 

Nach $. 183. ist Im»— ^.i»' = log (-1^,) und Imu - ^.iti' = log (^jp)j 
daher haben wir 

logF =r Imp — ^.^u'— n(lmtt— -J****')- 

F E 

in S* 298. wnrde ii.j^.v = —2k''^.s\u + n.'^.u gefunden; wird diese 

V F 

Gleichung noch mit -j- = ^u multiplicirt, so erhält man -y- . ^v^ s= —k'^s^^u^ 

E 
-|-n.-^.^tr^, und es reducirt sich also die vorige Gleichung auf 

logF= Imt?— nlmw4-Ä'*^'.ti\ 

Differeuziirt man diese Gleichung zweimal nach einander nach u, so er- 
halt man 

-^-^5_1 = ,^»dn'»— ndn'v+2A"»' = ji*'— n+:2Ä"«'— m'^.jr+n*»', 

und da nach $.298. jüi'— »+2^"«' = 2^'/' ist, so reducirt sich die vorige 
Gleichung uoch auf 
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worin z' = tn« — + tn'* — + tn« ^ . . . . + tn« 2izl IC'. Setzen wir 

_ 1 1 , 1 , , * 

♦ — ftv T IHK' "T in?/ "t"»'»'"! 



tD'»— tn'»~ tn'«— ta'«?5— =^jr' 

» n n I» 

SO baben wir auch 



Wie in g. 164. findet man aber 



*(2*»— 2«jr) ar ft(l-2oar«4.jr*) /ar\* 



V aar 

Wud dieser Werth mit F' moltiplicirt und beaobtet, dafii F*. J? « CT^ ist, 
so erhalt man 

&(1— 2a:F*+«*).^^^-.Ä(l— 2aa?'+a?*).(|^)'+Ä(2a!»— 2««).-?^ 
oder auob 

= (2Ä<'+na?') F*— -^i . V\ 
Setzt man in der obigen Gleicboof^ u-^-tK' statt U; also — statt x und ^ 

statt ^ 80 bleibt d« ungeäodert, aber F verwandelt sieb in -^y also logF 
in log IT — n log AT, daher erhalten wir 

a(öi2g£) a(i5££) ^ . 

\ du / , V du ^ rk !i^ r* , »ik 



du * du 



2r-(*'^.-J^ + ^ 



^/aiogxN 

Da aber ^ — = kx^ ^ ist, so erhält man 

5. (,_2.^+^,(r|^-§|.|£)-(.x_x.).«?'-' 

= (2*f +na:») l/»— ^ F». 
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Wird diese Gleicbong mil der vorigen verglichen, so zeigt sich, dafs sich 
die eine Gleichung in dip andere verwandelt, wenn man ü mit V vertauscht 
Subslitnirt man in einer von diesen Gleichungen die Polynome 

m m— I m— 2 .1 

Usss £ij? + ^*^^+^«^***»*+ a^^*^""* + 07^'^^ und 
so kann man dadurch eine Recursionsformel herleiten, welcher gemäfs man 

12 3 m 

dann die CoefiGcieuten a, a, a .... a recurrirend berechnen kann. Die Aus- 
drücke dieser CoefGcienten werden aber ziemlich zusammengesetzt, und 
da ihre Anwendung überflussig ist, so übergehen wir die Angabe der Aus- 
drucke der ersten von ihnen. 

Schlafs bemerkang. Die Gleichung a? = snti läfst sich auch 
durch eine Substitution itten Grades unter der Voraussetzung, dafs n eine 
gerade Zahl ist, in eine ähnliche Gleichung mit einem andern Modul um- 
formen ^ wobei das Argument u wieder mit einem constanten Factor ^i. 
multiplicirt wird. Es bietet diese Umformung wenige Schwierigkeiten dar ; 
sie scheint aber wenig interessant, und daher übergehen wir die Aus- 
führung derselben, zumal da der in Ansehung seiner Anwendungen allein 
wichtige besondere Fall für n = 2 schon in $.61. bis §. 5i., ferner in 
S* 89« und 83. und in $.251. bis $.263. umständlich behandelt worden ist. 

Verbindet man die Formeln für ein ungerades n mit den «o eben 
genannten für n = 'J, so übersieht man sogleich, welche Formen die zu 
substituirenden Ausdrücke haben w^erden, wenn der Grad der Substitution 
durch eine beliebige andere gerade Zahl ausgedrückt wird. 

Der folgende zweite Theil wird die Behandlung der ebenen und 
sphärischen Modularcurven, der Rectification und Quadratur der sphärischen 
Kegelschnitte und hauptsächlich eine Theorie der sphärischen Kettenlinien 
enthalten. Die Untersuchung dieser statischen Curven, in ihren verschiede- 
nen Formen, erfordert die ausgedehntesten Anwendungen der Theorie der 
Modularfunctionen und der Nodular -Integrale, wodurch allein die merkwür- 
digen Gesetze dieser und auch der reciproken Curven ermittelt werden 
konnten. 

Besclilulfl dieser Abhandlaog. 
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21. 

Aufgaben. 



1« Wenn m eine positive ganze Zahl ist, und man setzt die 
»ite Potenz des Polynoms a() + Äi^ + a2a?^ + Ä3a?^.*..Ärta?'*: 

so wird bekanntlich jeder beliebige Coefficient A recbterhand, z.B. A^^ 
durch 

ausgedrückt, wo den s alle die positiven ganzzahligen Wertbe zu geben 

* ■ 

sind, welche die beiden Gleicfaungen 

^u+^i+ ^2 +^3 ....+ f 4 = m und 
€1 + 252 + 353.. .. + Äf4 = k 

Zugloch zulassen. Von den auf diese Weise entstehenden Gliedern ist 
Ai die Summe. 

Ferner ist bekannt, dafs die Anzahl der sämmtlichen Glieder der 
Entwickelung von (ao+öi^ + ^2^^-««» + Ä/i^'')'"5 mit gleichen oder un- 
gleichen Potenzen von x, allgemein durch den Binomialcoefficienten {tn-^nX^ 
oder, was das nemliche ist, durch den BiuomialcoefHcienten (r/i + n)^ aus* 
gedräckt wird. 

Es fragt sich nun, welches der allgemeine Ausdruck der Anzahl 
der Glieder in jedem Coeffidenten Ak für ein beliebiges k sei. Die 
Summe dieser Zahlen für alle verschiedenen Werthe von k, von 1 bis mn, 
wird dann {m^n)^ oder (m+n)„ geben. 

2. Wenn man 
(l+a?)(l+a?^(l+a?')(l+a?*).... ins 00 =l + \,a^ + \2X^+\3a?*+\,ar\... 

setzt, so drucken bekanntlich die Zahlencoefficienten K aus, wie oft ihr 
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Zeiger aui den oogleielieB ZaiUea 1, 2j 3, 4 •••• dndi die Additioo kü- 
tanoieiigeietzt werden kaim: & B. der Co<^cieot Kn seigt an, uf wie 
vielerlei Art die SSalii n die Sooiflie oogleiober Zaliieo ms denen 1^ 2, 3, 
4 ••«• fem knnn. Es bat l^eine Scb wieriglLeit , die CoöfScienten K der 
Reibe nacb ms einander durdi die bloCie Addition zu finden. Enler s. B. 
lebrt es im IfttenCap. des ersten Bandes der ^Einleitung in die Analysis 
des üaendlicben^: aber es Ifiist sieh ein directer Ausdruck verlangen, der 
K nnmittelbar durch n giebt 







^yO^ 



„an^^. 






^3j^.,^,.»<3eA^x^ i2/tr-b*i; - <:^^fl^*-*-^y 



V 



iUAJ^J^ HJU^^^^Ut^^UjJL^s^J:^ ^ XAtn-^ ft*AH4-J 



^j^^^l^^^^^nua^ 





Ä<^ fj?^^Ä^^L^ '*^^<eir^ 
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